TP 2

Correction du TP

Exercice 1 (%) 5 3 3 1 (1) 8 8
Sans rentrer les coefficients un a un, déclarer les matrices A= (3 5 3| et B= 101 0
335 1 0 0 1

On peut utiliser les commandes suivantes :

>>> A
>>> B

3*np.ones((3,3))+2*np.eye(3,3) ; A
np.eye(4,4) ; B[:,0:1] = np.ones((4,1)) ; B

Remarquons qu’on est obligé d’utiliser la commande B[:,0:1] (plutét que B[:,0]) afin que Python écrive
la premiére colonne de B en colonne (et non en ligne). A noter que la commande :

>>> B = np.eye(4,4) ; B[:,0:1] =1 ; B

fonctionne également.

Exercice 2 (%) a1
Que vaut le produit d’un vecteur colonne | : | par le vecteur ligne (1 e 1) ?
an
1 1 1
2 2 ...
En déduire une ligne de commande créant la matrice . . . € AMo(R).
10 10 ... 10
Calculons :
ay a1 . al
“ ag ag N ag
x (1 1) =
a
" aip aip --- Q10

On en déduit les commandes suivantes :
>>> C = np.transpose([np.arange(1,11)]) ; L = np.ones(1,10) ; np.dot(C,L)

A noter les crochets autour de np.arange(1,11) pour qu’il le considére bien comme une matrice ligne, et
non comme un vecteur (afin de pouvoir le transposer).

Exercice 3 (%) } _11 g _02
1. On définit la matrice A = 0 1 1 1
1 0 1 -1

(a) Déclarer la matrice A.

(b) Appliquer I'algorithme du pivot de Gauss a 1’aide de Python (on effectuera chacune des opérations
élémentaires sur Python). En déduire le rang.

(¢c) Vérifier votre résultat & l’aide de la fonction al.matrix_rank.
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1 1 0
2. On considere a présent la matrice B= |1 -1 1
1 0 1

(a) Déclarer la matrice B. Vérifier que B est inversible et calculer son inverse & ’aide de Python.

T +y =1
(b) Résoudre a ’aide de Python le systétme ¢ x —y+2z =3
T4z =-2

1. On peut procéder ainsi pour cette question :

>>> A = np.array([[1,1,2,0],[1,-1,0,-2],[0,1,1,1],[1,0,1,-11])
>>> B = A.copy() # On affecte dans B une copie indépendante de A
>>> B[1,:] = B[1,:]1-B[0,:] ; B[3,:] = B[3,:]1-B[0,:]; B

>>> B[1,:] (-1/2)*B[1,:]1; B

>>> B[2,:] = B[2,:1-B[1,:]; B[3,:] = B[3,:1+B[1,:]; B

>>> al.matrix_rank(A)

2. On procede ainsi :

>>> B = np.array([[1,1,0],[1,-1,1],[1,0,1]])
>>> al.matrix_rank(B)
3
>>> al.inv(B)
array([[ 1., 1., -1.1,
[-0., -1., 1.1,
-1., -1., 2.1D
>>> al.solve(B, [[1],[3],[2]1])
array([[ 2.7,
[-1.1,
[ 0.1D)

1. (a) En une seule ligne de commande, créer le vecteur x =

Exercice 4 (% %) (
L,

1 1
916 100) sans saisir un a un les

B~ =

éléments.
10

(b) Compléter la commande précédente pour qu’elle renvoie Z =R
k=1

10
1

2. En une seule ligne de commande, calculer la somme Z on

n=0

3. Que calculent les commandes suivantes :
(a) x
(b) x
(c) x

np.ones(10) ; y = np.cumsum(x)

np.ones(10) ; y = np.sum(np.cumsum(x))

np.ones(10) ; y = np.sum(np.cumsum(np.cumsum(x)))

1. (a) On pourrait proposer l'instruction suivante, en faisant des opérations coefficients par coeffi-
cients.

>>> x = np.arange(1,11)**(-2)

Cependant, Python renvoie un message d’erreur, car on part d’un vecteur np.arange(1,11)
d’entiers pour obtenir un vecteur contenant a priori des flottants, ce que Python ne permet pas.
On va donc modifier le vecteur de départ pour qu’il contienne des le début des flottants.

>>> x = np.arange(1l.,11.)**(-2)
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(b) On applique la fonction np.sum :

>>> np.sum(x)

2. Sur le modele de la question précédente :
>>> x = np.sum((1/2)**np.arange(11))

3. (a) x est le vecteur de taille 10 contenant que des 1. y est un vecteur de taille 10 dont la i-éme
composante contient :

i

j=1

j=1

(b) y contient le réel :
10

. 10x11

(¢) y contient cette fois le réel :

10 ¢ 10 .,. 10
mi(it 1) 1ga,. e 10X 11 10x 11 x (2x10+1)

Exercice 5 (%)

Le nombre de véhicules passant sur une petite route de campagne en une journée est une variable aléatoire X
qui suit une loi de Poisson Z(5).

On va simuler une année de circulation sur cette route. Pour cela, importons la bibliotheque numpy.random
a l’aide de l'instruction import numpy.random as rd, et utilisons la commande A = rd.poisson(5, [562,7]).
La i-eme ligne de A correspond a la i-eme semaine de circulation. On obtient ainsi une matrice A qui contient
52 X 7 nombres tirés suivant la loi Z(5).

1. Déterminer le nombre maximal de véhicules circulant sur la route en une journée durant I’année. Et le
nombre maximal de véhicules un mercredi durant ’année ?

2. Déterminer les numéros des semaines ou la route a connu son maximum de fréquentation.

3. Calculer le nombre moyen de véhicules par jour durant ces 364 jours. Recommencez plusieurs fois en
recréant la matrice A. Que constatez-vous 7 Etait-ce prévisible ?

4. En une seule ligne de commande, évaluer la probabilité qu'une journée voit passer plus de 8 véhicules.
Sauriez-vous calculer la valeur exacte de cette probabilité ?

5. Toujours en une seule ligne de commande, déterminer le nombre de jours ot la route a connu son minimum
de fréquentation.

1. On obtient le nombre maximal de véhicules circulant en une journée grace a la commande np.max (A).
Pour obtenir le mercredi ou il y a eu le plus de circulation, on extrait la troisiéme colonne de A
(numérotée 2) avec la commande A[:,2], et on cherche son maximum np.max(A[:,2]).

2. 1l faut pour cela sommer suivant les lignes de A pour obtenir le nombre de véhicule pour chaque
semaine. On le fait a l'aide de l'instruction

1 |S = np.sum(a,1)

On parcourt ensuite S afin de renvoyer les indices des lignes ou le coefficient de .S est maximal :

2 |[m = np.max(S)

3 |for k in range(52)
4 if S[k] =m :
5 print (k+1)
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3. On utilise la commande np.mean(A). On obtient par exemple 5.0879. En recommencant plusieurs
fois, on remarque que la valeur obtenue fluctue autour de 5. C’était prévisible puisqu’on fait une
moyenne d’un grand nombre de réalisations d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 42(\).
Le résultat obtenu est donc proche de l'espérance A = 5 (c’est la loi faible des grand nombre qui
Passure, résultat que nous verrons au Chapitre 16).

4. Cette probabilité peut étre estimée en calculant la proportion de journées sur une année qui compte
plus de 8 véhicules.

Pour la déterminer, commengons par chercher ces journées a l’aide de la commande A >= 8. Cette
instruction renvoie une matrice de booléens, ot chaque composante est True si la journée correspon-
dante voit passer plus de 8 véhicules, False sinon.

Reste & déterminer la proportion de True : on peut utiliser pour cela la commande np.mean (on fait
la moyenne, en attribuant la valeur 1 & chaque True, 0 a chaque False). Ainsi, on peut utiliser la
ligne de commande :

1 | print (np.mean(A>=8))

Calculons la valeur exacte de cette probabilité p. Notons pour cela X — Z(5). Alors :
7 7 5k
p:P(X28):1—P(X§7)zl—ZP(X:k):l—ZHe_s.

k=0 k=0

Reste a faire 'application numérique. ..

5. En reprenant la méme idée, on utilise l'instruction :

1 |print (np.sum(A == np.min(A)))

Exercice 6 (¥%)
Ecrire une fonction d’en-téte def trace(A) prenant en entrée une matrice A, et renvoyant la trace de A si la
matrice entrée est carrée, et un message d’erreur sinon.

On peut utiliser le programme suivant :
1 |def trace(A)
2 n,p = np.shape(4)
3 if n !'=p :
4 return "A n'est pas carrée"
5 else
6 T=20
7 for k in range(n):
8 T =T + Alk,k]
9 return T

Exercice 7 (k%)

1. (a) Etablir que, lorsque k est inférieur ou égal & n, on a :

(0)-T1 (1),

(b) Ecrire une fonction d’en-téte def coeffbin(k,n): permettant de calculer ( k) a partir des vecteurs
np.arange(1,k+1) et np.ones (k).
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(¢) Retrouver ce résultat avec la commande suivante (qu’on justifiera) :

np.cumprod(np.arange(n,0,-1) /np.arange(1,n+1))

2. On désire créer une matrice de taille n x n (n > 1) dont I’élément de la ligne 7 + 1 et de la colonne j + 1
est égal a (;), avec i et j dans [0,n — 1].

(a) Donner une ligne de commande permettant de créer une matrice C de taille n x n dont les éléments

de la premiére colonne sont égaux a 1 (les autres éléments étant nuls).

(b) Ecrire une fonction d’en-téte def triangle_Pascal(n) qui remplit la matrice C & I'aide de la formule

1.

2.

de Pascal et renvoie ainsi la matrice voulue (triangle de Pascal).

(a) Calculons :

n\ n! _n(n—1)...(n—k+1)
(k) Ckl(n—k)!  1x2x---x(k-1k

n+l—-1n+1-2 n+1—(k—1)n+1—k_H n+1_1
1 2 k—1 koo '

]
i=1

(b) On propose la fonction suivante :

1 |def coeffbin(k,n):

2 u = np.arange(1l,k+1)
3 v = (n+1)*np.ones (k)
4 return int(np.prod(v/u-1))

On utilise la fonction int () afin que le résultat retourné soit de type entier et non flottant.
(¢) np.arange(n,0,-1) est le vecteur [n,n-1,...,2,1]. Et donc :
np.arange(n,0,-1)/np.arange(1,n+1)

est le vecteur [n/1, (n-1)/2,...,2/(n-1),1/n]. Par conséquent, si on applique a ce vecteur
la fonction np.cumprod, le vecteur obtenu a pour k-éme composante :

=13

okl :nm—l)..].d(n—k“) _ (Z)

On peut en déduire la fonction suivante :

1 |def coeffbin(k,n):

2 if k==0 :

3 return 1

4 else :

5 A = np.cumprod(np.arange(n,0,-1)/np.arange(1,n+1))
6 return int(A[k-1])

(a) On peut procéder ainsi :

1 |C = np.zeros((n,n))
2 |C[:,0:1] = ones((n,1))

n—1 n—1

(b) On rappelle que (}) = (37;) 4+ (","). Reste a remplir la matrice ligne par ligne & I'aide de
cette relation :

1 |def triangle_Pascal(n):

2 C = np.zeros((n,n))

3 C[:,0:1] = np.ones((n,1))
4 for k in range(1l,n):

5 for j in range(1,k+1):
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6 Clk,j] = Clk-1,j-1]1+C[k-1,j]
7 return C

Voici la réponse de Python lorsqu’on entre triangle_Pascal(6) :

10 0 0 0 O
110 0 00
12 1 0 00
13 3 1 00
14 6 4 10
1 5 10 10 5 1
Exercice 8 (%) 3
Représenter sur une méme figure les représentations graphiques des fonctions sin, x — z, * — = — 3 T~
x> ad -
T =5y + 57 sur lintervalle [—m, 71]. Que remarque-t-on ?
On utilise le code suivant :
1 | import matplotlib.pyplot as plt
2
3 [def P1(x):
4 return x
5
¢ |def P2(x):
7 return x-(x**3)/6
8
o [def P3(x):
10 return x-(x**3)/6+(x**5)/120
11
12 | x=np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
15 | plt.plot(x,np.sin(x),'r")
14 [plt.plot(x,P1(x),'g")
15 [plt.plot(x,P2(x),'b")
16 [plt.plot(x,P3(x),'k")
17
1s |plt.axis("scaled")
19 | plt.show()
On obtient le graphe suivant :
3,
2
l_
o
_1 4
_2 -
_3 <
I R
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Exercice 9 (%)
Soit la fonction f : x — z+1+e~*. On note Z la droite d’équation y = z+1. Comme lirf fl@)—(z+1) =0,

Tr—r+00
on dit que Z est asymptote a la courbe ¢ de f au voisinage de +o0.

Tllustrer graphiquement cette situation en écrivant des instructions qui permettent de tracer sur un méme
graphique 6 et la droite 2. On fera varier x dans [—2, 3].

Voici une proposition :
1 |x = np.linspace(-2,3,100)
2 [plt.plot(x,x+1+np.exp(-x))
s | plt.plot(x,x+1)

1 | plt.show()

Ce qui renvoie :

Exercice 10 (k% - Fonction réciproque) R
1. On considére la fonction f : R — R définie par f(z) = —y (appelée sinus hyperbolique, et souvent

notée sh). Montrer que f réalise une bijection de R dans R.

2. Définir une subdivision de l'intervalle I = [—2,2] en 100 sous-intervalles de méme longueur, puis écrire
des instructions permettant de tracer la courbe de f définie sur I.

3. Ajouter des instructions pour tracer sur le méme graphique la courbe de la bijection réciproque de f.

1. f est continue sur R comme composée de fonctions continues. Elle est de plus dérivable pour les
mémes raisons, et on a :

Ve eR, fl(z)= % > 0.

Donc f est strictement monotone sur R, et on a hrf f(x) = +o00. Par le théoréme de la bijection,
T—r 00

f réalise une bijection de R sur R.

2. On peut utiliser les instructions :
1 |x = np.linspace(-2,2,100)

s |def £(x):
4 return (np.exp(x)-np.exp(-x))/2
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6 |y = £(x)
7 | plt.plot(x,y)

Ce qui renvoie :

T T T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

3. On sait que le graphe de f~! est le symétrique de celui de f par rapport & la droite y = 2. On
utilise ce résultat ici en ajoutant a ce qui précede l'instruction :

8 |p1t.plot (y,x)

On obtient :

Exercice 11 (% %)
1. Créer un vecteur ligne u, tel que pour tout 1 < ¢ < 30, uli] soit égal a

.

i2

(="
ZhN

i
2. Créer un vecteur v tel que pour 1 <i < 30, v[i] soit égal a Z
k=1

i
—1)k
3. Représenter graphiquement les points M; de coordonnées (z’, Z ( kQ) ) pouri=1,...,30. Que peut-on
k=1
conjecturer a partir de cette représentation 7
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1. On peut procéder ainsi :

1 |u = ((-1)**np.arange(1,31))/(np.arange(1,31)**2)

2. On utilise la commande np. cumsum :

2 |v = np.cumsum(u)

3. On utilise pour cela la ligne de commandes suivante :

3 [x = np.arange(1,31)
1 | plt.plot(x,v, 'x")

On obtient le graphe suivant :

—0.75 4 X

—0.80 4 X

HKoag Xoge Xpg Xog Xx X X % X % X x X

—0.85 4

—0.90 4

—0.95 4

—1.00q X

On observe que la série converge et que sa somme est environ égale a 0,82. Plus précisément, on
observe que les suites extraites paires et impaires de la suite des sommes partielles de la série sont
adjacentes et converge vers la somme de la série.

On vérifie facilement & la main que la série converge. En effet, elle est absolument convergente (car

1
la série E — converge en tant que série de Riemann avec v =2 > 1), donc convergente.
n

Déja vu ?

Nous avons plusieurs fois rencontré des séries alternées en TD (série harmonique alternée) ou
en DM. On a & chaque fois montré que les séries extraites paires et impaires de (S,,) sont
adjacentes, 'une croissante, 'autre décroissante, et qu’elles tendent vers la somme de la série.
C’est ce qu’on remarque aussi ici graphiquement. Pour plus de détails sur les séries alternées,
je vous renvoie au :

IZ" Complément de cours 1. Autour des séries alternées.

Exercice 12 (%% - Etude d’une suite implicite)
On note, pour tout n € N*, (E,,) I'équation 23 + —22 +x —2 = 0.
n

1. Soit n € N*. Etudier les variations sur R, de la fonction f, :  + x% + %;102 +x—2.

En déduire que 1’équation (E,) admet une unique solution w,, sur Ry, et que u, appartient a [0, 1].
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2. On considere le script suivant :

1 |def f(n,x):
2 return x**3+(1/n)*x**2+x-2

4+ |def suite(n):

5 v = np.linspace(0,1,1000)
6 i=0

7 while f(n,v[i])<0 :

3 i=i+1

9 return v[i-1]

Que renvoie la commande suite(n) ?

3. Compléter le programme suivant afin qu’il permette de représenter les 20 premiers termes de la suite
(un)neN* :

1 |U = np.zeros(20)

2 | for ...

3 Ulk-1] = ...

4 |x = np.arange(1,21)

5 [plt.plot(...,...,"'x")

4. Le programme précédent complété permet d’obtenir la représentation graphique suivante :

x x X X X X XX
X
0.975 - wx X X

X

0.950 A
0.925 A X
0.900 A
0.875 A
0.850 A

0.825 A

T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0

Quelles conjectures peut-on émettre sur la monotonie et la limite de la suite (up,)nens 7

5. Démontrer les résultats annoncés a la question précédente.

1
1. On pose f,(x) = 23 + —2? + x — 2. f, est strictement croissante (on 'observe en la dérivant),
n

1
continue et telle que f,,(0) = —2, f,,(1) = —. Par le théoréme de la bijection, 'équation (E,) admet
n
une unique solution z,, sur R;. De plus z,, €]0,1][.
2. La fonction suite(n) parcourt l'intervalle [0,1] avec un pas de 1073 jusqu’a ce que la condition
f(n,v[i])<0 ne soit plus satisfaite. Etant donné la croissance de f,, u, appartient a l'intervalle

[v(i—1),v(i)], et la valeur v[i-1] retournée par suite(n) constitue donc une approximation de wu,,
3 1073 pres.

3. On peut procéder ainsi :

1 |U = np.zeros(20)

10
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2 |for k in range(1,21)
3 Ulk-1]1 = suite(k)
4 |x = np.arange(1,21)

5 | plt.plot(x,U, 'x")

4. On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et qu’elle converge vers 1.

5. Pour tout n > 1, on a fui1(zn) < ful2n) = 0 = frp1(@pg1). Puisque fh41 est strictement
croissante, on en déduit que z, < x,41 et donc (z,) est croissante. Par le théoréme de la limite
monotone, elle converge donc vers une limite ¢ €]0,1]. Or en passant a la limite dans (F,), on
obtient :

Crl—-2=0.

Et 1 est racine évidente de 2° + x — 2 = (z — 1)(2% + x + 2), et c’est 'unique racine réelle de ce
polynéme. Ainsi, on obtient bien ¢ = 1.

11



