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TD6

Applications linéaires

Applications linéaires

Exercice 6.1 (%)
Montrer que les applications suivantes sont linéaires, déterminer une base du noyau et de 'image de chacune
d’elles ainsi que leur rang et leur matrice dans les bases canoniques :

Iy R - R? ;. Ralzl - R

Co(myz) = 2r-y—z,—r+2y+2) ’ P — P(1)

. R? — R3 j: Ro[z] — R [z]
9g: (z,y,2) — (z+2y,4c—y,—2z+2y+ 3z) P = Plx+1)—-P(z)

. Rafz] — R3]  MoR) —  Ma(R) (11
hi p L P—(z+1)P b M o oAm e A=l

Exercice 6.2 (%% - 4£3)
Soient E, F,G des K-espaces vectoriels et f € Z(E,F), g € Z(F,G).
Montrer que go f = 0¢(g,q) < Im(f) C Ker(g).

= Supposons que go f = 0 (g ). Pour tout y € Im(f), montrons que y € Ker(g). Comme y € Im(f),
il existe z € F tel que y = f(x). On obtient alors :

9(y) = g(f(2)) = g o f(z) = Oc-
D’ou y € Ker(g), et donc 'inclusion Im(f) C Ker(g).
< Supposons que Im(f) C Ker(g). Pour tout x € E :

gof(z)=9g( flx) )=0g.
~~

€Im(f)CKer(g)

Dot go f=0g%qc)-

Exercice 6.3 (%% - Interpolation de Lagrange - #£7)
Soit n € N*| et ag, a1, ag, ..., a, des réels deux a deux distincts. On définit 'application :

¢ : Ry [z] = R P o(P) = (P(ag), P(ay), ..., Pay)).
1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

3. En déduire que pour tout (bo,...,b,) € R"F1 il existe un unique polynome Q € R,[z] tel que
Vi € {0,...,n}, Qa;) =b;.

4. (a) Ecrire la matrice de ¢ dans les bases canoniques de R, [z] et R"+1,

1 a ... ap
1 a ... af

(b) En déduire que la matrice de Vandermonde | . . . | est inversible si et seulement si les
1 ay, ap

a; sont deux a deux distincts.
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5. Notons (Li)ieﬂoynﬂ la famille des polynomes de Lagrange associés aux réels (ag, ..., an).
(a) Calculer p(L;).

(b) Retrouver alors que ¢ est un isomorphisme, et que (L;);c[o,n] est une base de R, [z].

1. Pour tout P,Q € R,[z], pour tout A\, u € R :

POP +1Q) = (AP + 5Q)(a0), (P + Q) (ar)., (P + 1Q)faw)
AP(a0) + pQ(a0), AP(a1) + 1Q(ay), - AP(ar) + pQ(an))
_ MPlag). Plar). .. Plan) + p(Qla). Qe .- Qan) = Ae(P) + 1o().

Donc ¢ est bien une application linéaire de R, [z] dans R"*+1.

—~

2. Montrons 'injectivité. Soit pour cela P € R, [z]. Alors :
P € Ker(y) & (P(ag),...,P(a,)) =(0,...,0) & P(ag) = P(ay) = --- = P(a,) = 0.

Ainsi P € Ker(¢) si, et seulement si, ag, ..., a, sont racines de P. Or P est de degré au plus n, et il
admet ici n + 1 racines distinctes. Ceci est réalisé si, et seulement si, P est le polynéme nul. Ainsi,
Ker(p) = {Og, 2]}, et ¢ est injective.

Comme de plus dim(R"*!) = dim(R,[z]) = n + 1, ¢ est bien un isomorphisme.

3. ¢ étant un isomorphisme, c’est en particulier une application bijective de R,,[z] dans R**1. Ainsi,
tout (bg,b1,...,b,) € R* admet un unique antécédent Q € R, [z] tel que :

V’L S HO7TLH, Q(al) = bz

Déja vu ?
Nous avions déja montré I’existence et 'unicité d’un tel polynéme dans le TDOa, Exercice 0.5.

Nous étions alors passés par les polynémes de Lagrange Lo, L1,...,L, en ag,a1,...,ay,, €t
nous avions alors exprimé @ en fonction des b; et des L;.

On ne sera pas étonné a présent que les polyndémes de Lagrange fassent d’ailleurs leur apparition
dans la suite de cet exercice.

4. (a) Pour tout 0 <k <mn:

p(a*) = (ag,df, ..., ap).
Ainsi la matrice de ¢ dans les bases canoniques de R,,[x] et R™T1 est :
(1) - @) . pa”)
1 ... aé .. ap \(1,0,0...,0)
1 ... a ... at 1(0,1,0,...,0)
1 al, a? /(0,0,...,0,1)

(b) On procede par double implication.

< Si les a; sont deux & deux distincts, alors ¢ est un isomorphisme de R, [z] dans R"*! de
sorte que sa matrice dans les bases canoniques de ces deux espaces est inversible. D’otu le
résultat.

= Raisonnons par contraposition, en montrant que s’il existe 1 < ¢ < j < n tels que a; = aj,
alors la matrice de Vandermonde V' n’est pas inversible. En effet, on a dans ce cas (en
notant Lo, ..., Ly, les lignes de V') que L; = L;, et donc que :

rg(V) = dim(Vect(Lg, ..., L,)) <n+1

car la famille (Lg,...,L,) est liée. Ainsi, V n’est pas inversible.

D’ou I'équivalence voulue.
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Déja vu ?
On avait déja obtenu ce critere d’inversibilité d’une matrice de Vandermonde dans le TD4,
Exercice 4.8. On avait alors utilisé la base des polynémes de Lagrange en les a; (encore eux

).

5. (a) Rappelons que :

1 P
W(ig) € [0, Li(a;) = 6;; = { o
0 sinon.
Ainsi :
@(LJ’):(Lj(ao)a-'-aLj(a’j)v"'?Lj(an)):(Oa"'a 1 , ’0)
position (j+1)

(b) Par le calcul précédent, on en déduit que Im(ip) est un sous-espace vectoriel de R™*! contenant
tous les vecteurs e; de la base canonique de R™*1. Ainsi :

Rt = Vect(e, ..., ent1) C Im(p).

D’ott Im(gp) = R* "L et ¢ est surjective. Comme de plus dim(R"*1) = dim(R,,[z]) = n + 1, on
retrouve que @ est un isomorphisme.

Comme ¢ est un isomorphisme de R,,[x] dans R"*1, o1 est un isomorphisme de R™*! dans
R, [z]. De ce fait, on sait que p~! envoie toute base de R"*! sur une base de R,,[z]. Ainsi, les
polynémes L; = ¢~ !(e;41) forment une base de R,,[z].

Déja vu ?
On retrouve ici encore un résultat obtenu au TD4, Exercice 4.8. On avait en effet montré
« & la main » que les polynémes de Lagrange forment une base de R, [x].

Exercice 6.4 (%% - Formes linéaires et hyperplans - £3)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1. Montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle de E, alors H = Ker(y) est un hyperplan.
2. Réciproquement, soit H un hyperplan de E.

(a) Soit a ¢ H. Montrer que :
E = H @ Vect(a).

Pour tout x € F, il existe donc un unique couple (y, \;) € H x K tel que :

T =Y+ Aga.

(b) On définit 'application ¢ : F — K par ¢(z) = A\, pour tout x € E. Montrer que ¢ est une forme
linéaire de FE.

(c¢) Montrer que H = Ker(yp). Conclure.
3. Application. Montrer que Ker(Tr) est un hyperplan de .4, (K) et que : ., (R) = Ker(Tr) @ Vect(l,,).

1. ¢ étant une forme linéaire, Im(p) est un sous-espace vectoriel de R, non réduit & {0} car ¢ est non
nulle. Comme dim(R) = 1, on a donc Im(p) = R. Par le théoréme du rang, on en déduit que :

dim(Ker(yp)) = dim(F) — dim(Im(y)) = dim(E) — 1.
Donc Ker(y) est bien un hyperplan de E.

2. (a) Comme a ¢ H, on a en particulier que a # Op et donc que dim(Vect(a)) = 1. Ainsi on a
déja dim(F) = dim(H) + dim(Vect(a)). Etudions maintenant H N Vect(a), et soit pour cela
u € H NVect(a). Comme u € Vect(a), il existe A € R tel que u = Aa. Si de plus A # 0, alors
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on aurait : 1
a=-u€ H car wue€ HnNVect(a).

D’ott une contradiction. Donc A = 0, de sorte que u = Og et donc que H N Vect(a) = {0g}.
On peut donc conclure que :
E = H & Vect(a).

(b) ¢ est bien a valeurs dans K. Reste & montrer qu’elle est linéaire. Soit pour cela x1, 25 € E et
a1, a9 € K. Puisque E = H @ Vect(a), il existe (y1, A\z,) et (Y2, Az,) tels que :

T1=Yy1+ A0 et T2 =y + Ay,a.
Par somme, on a :

o121 + aexe = (a1y1 + aoy2) + (a1 g, + a2Ag,) a.

cH €K

Par unicité de la décomposition dans une somme directe, on en déduit que :
)‘a1w1+042932 = al/\wl + 012)\332
ce qui s’écrit aussi :
pla1zy + asxe) = a1z, + @2y, = a19(1) + az2p(x2).

Dons ¢ est bien une forme linéaire.
(¢) On procede par double inclusion :

C Soit x € H,on ax =_x +0a. Par unicité de ’écriture dans une somme directe, il suit

eH
que p(x) = A, = 0. Ainsi x appartient & Ker(y).

D Soit z € Ker(p). Il existe un unique couple (y, A,) € H x K tel que :
T =1y+ Aza.
De plus, 0 = ¢(x) = A\,. Donc x = y et appartient bien & H.
Ainsi H = Ker(y) et H est bien le noyau d’une forme linéaire non nulle.

3. On a vu que Tr est une forme linéaire sur ./, (K), non nulle car par exemple Tr(I,,) = n. D’apres
ce qu’on a obtenu plus haut, Ker(Tr) est un hyperplan de .#,(K). De plus pour a = I,, ¢ Ker(p)
et par ce qui a été fait :

My (R) = Ker(Tr) @ Vect(I,).

Pour plus d’informations sur les formes linéaires et hyperplans, je vous renvoie au :

IZ" Complément de cours 2. Formes linéaires et hyperplans.

Exercice 6.5 (%% % - Noyaux et images itérés - £2)
Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € Z(E) un endomorphisme non nul. Notons pour tout k € N,
Ny, = Ker(u*) et I, = Im(u").

1. Montrer que pour tout k € N, IV, et I sont des sous-espaces vectoriels de E stables par u satisfaisant
Ny, C Nigq et Iy C 1.

2. (a) On suppose qu'il existe r € N tel que N,, = N,.1. Montrer que pour tout k > r, N, = Nj.

Vk e [0,p—1], Ni# Niya

(b) En déduire qu'il existe un entier p < n tel que
Vk>p, Ng=Npsu1

Vk € [[Ovp - 1]]7 Iy, 7é Ik:+1

(c) Montrer qu’on a aussi
Vk>p, Ik =Irp

3. Montrer que £ = N, @ I,,, puis que I’endomorphisme induit par u sur NV, est nilpotent et préciser son
ordre de nilpotence, et I’endomorphisme induit par u sur I, est un automorphisme de I,.
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1. Vérifions les différents points suivants :

e Ny C Niy1. Soit © € Ny, on a u¥(x) = 0p. Alors en composant par u :
uk+1(x) = u(uk(x)) =u(0g) =0g.

Ainsi on a bien x € Ny .

o Ijy1 C Iy. Soit y € I}y 1, alors il existe x € E tel que y = u*T1(z). Mais alors :
y = uF(u(x)) € Im(u®).

Ainsi on a bien y € Ij.

e N est stable par u. Pour tout x € N, on a :

uFu(@)) = u"*(2) = u(u® () = 0p.
——
=0p
Ainsi u(x) appartient a N, et Nj est bien stable par u.
o I} est stable par u. Pour tout y € Iy, il existe z € E tel que y = u*(x). On a alors :
u(y) = u**H(x) = u* (u(2)) € I

Ainsi u(x) appartient a Iy, et Ij est bien stable par w.

Autre méthode. Puisque u et u¥ commutent, on sait par le cours que le noyau et I'image de u*
est stable par u. Ainsi Ny = Ker(u*) et I}, = Im(u*) sont stables par u.

2. (a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, N, = Np1x.
Init. La propriété est vraie pour k = 0 et kK =1 (par hypothése).
Hér. Soit k£ > 1 et supposons la propriété au rang k vraie, c’est a dire N, = Np4x. Puisque :

N, C Npy1 C -+ C Npjp,

on en déduit que VN, = Npi1 =+ = Npyp.
Par la question précédente, on sait déja que Npir C Npypy1. Soit & présent x € Npjp41.
Alors :

uPTR () = 0 = uP T (u(z)) = 0.
Ainsi u(z) appartient & Ker(uP**) = Ker(u?**~1) et donc :

uPE L (u(z)) = 0g = P (z) = 0p.
Finalement x appartient & Ker(uP**) et donc Ny D Npipi1. D'olt la propriété au rang
k+1.

On conclut par principe de récurrence.

(b) La suite des dimensions (ny) des Nj est une suite d’entiers naturels croissante d’apres 1., et
majorée par n = dim(F). Elle est donc constante & partir d’un certain rang, et il existe s € N
tel que ng = ng41. Des lors, remarquons que :

Ng = Ns41
= Ng= Ngyq.
{Ns C Nowt T

Considérons p le plus petit entier tel que N, = N,41 (un tel entier existe car A = {k € N, N}, =
N1} est une partie non vide (contient s) de N). Alors :

o Yk €[0,p—1], Ni # Ngy1 par définition de p.
e VkeN, k>p= N= Ny grace a la question 2.(a).
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Enfin, puisque 0 =ng <n; <---<np <n:

P

n > n, — ng :Z(nk*nk—l) > p.
k=1 >1

Ainsi, p < n.

(c) Par le théoréme du rang appliqué a u” :

dim(E) = rg(u®) + dim(Ker(u*)) = n =i +ny,

ou i = dim(Ix). (ng) étant une suite d’entiers strictement croissante puis constante a partir
du rang p, la suite (ir) est donc strictement décroissante puis constante & partir de ce méme
rang g. En utilisant de plus que pour tout k € N, I4; C I, il suit que :

Vk e [0,p—1], I # Iy
Vk € N, kzpé-[k:]k—o—l

3. On a déja par le théoreme du rang (appliqué a v”) que dim(F) = dim(N,) + dim(I}).
Montrons que N, NI, = {Og}. Soit y € N, N I,. Il existe z € E tel que y = uP(z). Alors :

uP(y) =0 = u*(z)=0pg.
Donc x appartient & Ker(u??), qui est égal & Ker(u?) par définition de p. On obtient :
y=uP(z) =0g.

Ainsi N, NI, = {0g}, et on a bien :
E=N, &1,

On sait déja que v induit des endomorphismes sur N, et I, (car ces s.e.v sont stables par u).

Considérons 'endomorphisme % induit par u sur N,. Alors pour tout z € N,, 4P (z) = uP(z) = Og.
Ainsi @ est un endomorphisme nilpotent. Comme de plus Np_1 & N, alors il existe x € N, \ Np_1,
et on a @P~1(z) = uP~1(z) # 0g. Donc l'indice de nilpotence de @ est p.
Considérons I'’endomorphisme « induit par u sur I,. Montrons que % est un automorphisme de Ip,.
Comme on est en dimension finie, il suffit de montrer que u est injective. Soit donc = € I,, tel que
u(x) = 0g. Alors on a :

u(z) =0 = z¢€ Ker(u).
Ainsi on a € Ny N1,. Orona vuque N; C Ny, donc z € N,NI, = {0g}. On a donc bien z = 0g,
et u est bien un automorphisme de I,,.

A retenir. Suite des noyaux et images itérés.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E) un endomorphisme non nul. Il existe un
entier p € [1,n] tel que :

Ker(u) ¢ Ker(u?) ¢ --- ¢ Ker(u?) = Ker(u!*) = - -

et
Im(u) 2 Im(uQ) 2 2Im(?) = Im(ul’ﬂ) - ...

En d’autres termes, la suite des noyaux itérées (resp. des images itérées) est d’abord strictement
croissante (resp. décroissante) puis constante. De plus ces suites stationnent & partir du méme
rang.

Exercice 6.6 (%% %% - QSP HEC 2014)
Soit A € .#3(R) une matrice non nulle telle que A2 = 0. Montrer que A est semblable &

o O O
o O O
[N
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Considérons f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique % de R3 est A. Regardons
déja tout ce qu'on peut dire sur f. Puisque A est non nulle et que A? = 0, il suit que :

f#0gms) et f2=0gms.
Par lexercice 6.2, il suit que Im(f) C Ker(f). D’autre part, par le théoréme du rang :
3 = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Or, f # Ogms) de sorte que dim(Im(f)) > 1. Comme de plus dim(Im(f)) < dim(Ker(f)) (puisque
Im(f) C Ker(f)), il suit que :

dim(Ker(f)) =2 et dim(Im(f)) =1.

Maintenant qu’on a toutes ces informations, on va chercher une base % = (e, €2, e3) de R? telle que :

Mg(f) =

S O O
o OO
S O =

Procédons pour cela par analyse et synthése.

« Analyse. Supposons quune telle base Z = (e1, e, e3) de R? existe. Par lecture matricielle, il suit
que :

fler) = flez) =0ps et fles) =e1.

Ainsi e; appartient & Im(f) d’apres cette derniere égalité, e3 est un antécédent de ey par f. De plus,
e1 et es appartiennent & Ker(f). Puisque (e1,es) est libre (car famille extraite d’une famille libre)
de cardinal 2 égal a la dimension, c’est une base de Ker(f).

e Syntheése. Tentons de construire une telle famille de vecteurs.

— Puisque Im(f) est de dimension 1, considérons e; une base de Im(f).
— Comme ey € Im(f), il existe e3 € E tel que f(e3) = e;.

— Puisque Im(f) C Ker(f), ex appartient aussi a Ker(f). Plus précisément, (e;1) est une famille
libre de Ker(f) qui est de dimension 2. On peut donc compléter cette famille en une base
(e1,e2) de E.

Montrons que la famille 8 = (eq, €2, €3) ainsi construite répond au probléme posé :

— Montrons que % est une base de R3. Elle est de cardinal égal & la dimension de l’espace.
Montrons qu’elle est de plus libre. Pour cela, prenons «, 8,y des réels tels que :

aey + fes + ves = Ogs. (%)

Montrons que « = 8 = v = 0. Composons pour cela (x) par f. On obtient (par linéarité de
f):
af(er) + Bf(e2) +vf(e3) = Ogs,
ce qui donne :
YE€1 = ORS.

Puisque e est par définition un vecteur non nul, il suit v = 0. Reprenons alors () :
ey + ﬂ@g == ORB.

Puisque (e, e2) est une base de Ker(f), c’est en particulier une famille libre de R3, et donc
a=p4=0.

Ainsi, # est bien une base de R3.
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— Par construction de la famille %, elle satisfait f(e;) = f(e2) = Ors et f(e3) = e1. Il suit que
0 0 1

Mg(f)=10 0 0
00 0

On peut a présent conclure : les matrices A et

o O O

0 1
0 0| représentent le méme endomorphisme f
00

dans des bases distinctes € et Z respectivement. Elles sont donc semblables.

Rang

Exercice 6.7 (%)
Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, et soient f € Z(E, F) et g € Z(F,G).

1. Montrer que rg(go f) < rg(g).

2. Soit (e1,...,ep) une base de Im(f). Montrer que (g(e1),...,g(ep)) est une famille génératrice de Im(go f).
En déduire que rg(g o f) < rg(f).

3. Montrer que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f))-

1. On a Im(go f) C Im(g), donc dim(Im(g o f)) < dim(Im(g)). D’ou le résultat.

2. Prenons y € Im(g o f), alors il existe € E tel que y = go f(z) = g(f(z)). Or f(z) € Im(f) =
Vect(eq,...,ep), donc il existe Aq,..., A, € R tels que :

flx) = Aier + -+ Apep.

On en déduit que :
y=9(f(@)) = Agler) + - + Apg(ep).

Ainsi on a Im(g o f) C Vect(g(e1),--.,g(ep)). Montrons I'inclusion réciproque. Pour tout i € 1, p],
e; appartient a Im(f), donc il existe z; € E tel que e; = f(x;). On en déduit que :

glei) = g(f(zi)) = go f(z;) € Im(go f).

Ceci étant vrai pour tout ¢ € [1,p], on en déduit que Vect(g(e1),...,g9(ep)) C Im(go f). D’on
I'égalité Im(go f) = Vect(g(e1),...,g(ep)) et le fait que (g(e1), ..., g(ep)) est une famille génératrice

de Im(g o f).

Enfin, comme (g(e1),...,g(ep)) est une famille génératrice de Im(g o f), on a :

dim(Im(g o f)) < Card((g(e1), ..., 9(ep))) = p =rg(f).

D’ou le résultat.

3. A T’aide des questions précédentes, on a donc obtenu que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f)).

Exercice 6.8 (k% - £3)
Soit E de dimension finie n. On dit qu'un endomorphisme f € Z(E) est nilpotent s’il existe p > 1 tel que :

fP=0gm et [P £0pm).
L’entier p s’appelle alors ["indice de nilpotence de f.
On suppose dans la suite que f est un endomorphisme nilpotent d’indice p.

1. (a) f peut-il étre bijectif ?

(b) Justifier qu’il existe zg € E tel que fP~1(xg) # 0g. Montrer que la famille (zq, f(z0), ..., fP1(x0))
est libre.
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(¢) En déduire que f™ = 0.
2. On suppose dans cette question que p = n. Déterminer le rang de f.

3. Montrer que Idg — f est inversible, et déterminer son inverse.

1. (a) Supposons f bijective. Par composition d’applications bijectives, on aurait alors 0. (g) = f?
qui serait bijective. Or ce n’est pas le cas, l'application nulle n’étant pas bijective lorsque
dim(E) = n > 0 (ce qu’on supposera dans la suite). Ainsi ’ f n’est pas bijective ‘

(b) Puisque fP~1! # 02k, ‘ il existe zg € E tel que fP~!(zg) # Op ‘ (puisque fP~! n’est pas I'application

nulle).

Montrons que la famille (zo, f(zo), ..., fP~ (xo)) est libre. Soit pour cela Ao, A1, ..., A\p—1 des
scalaires tels que :
Aoxo + /\1f($0) +--- 4+ )\pflfp_l(l'o) =0g.

Montrons que A\g = A\; = --- = A\,—1 = 0. Composons pour cela cette égalité par fP~1, on
obtient (par linéarité de fP=1) :

XofPH@o) + M fP(xo) + -+ Apo1 P2 (w0) = Op,

=0g car fp=0$(E)

ce qu'on peut réécrire simplement donc Ao fP~!(z0) = Og. Puisque fP~!(zg) # Og, on obtient
donc \g = 0.

En tenant compte de A\g = 0, on a maintenant :

A f (o) + -+ 4 Ap—1 /P (w0) = Op.

On procede alors de méme que précédemment : on compose cette égalité par fP~2 & présent.
On obtient I’égalité :

Alfp_l(l‘o) +0g =0g.
Puisque fP~!(z0) # O, on obtient donc A\; = 0.
En itérant ce procédé, on obtient de méme Ao = A3 = --- = A, = 0. On peut donc conclure
que ‘ la famille (zo, f(z0),. .., fP " (zg)) est libre ‘

(c) La famille (zo, f(zo),.-., fP~*(x0)) étant libre, son cardinal est inférieur ou égal & la dimension
de lespace, soit p < dim(E) = n. On en déduit que U'indice de nilpotence est inférieur & la

dimension, et donc que | " = 0¢(g) |

2. On suppose dans cette question que p = n. On propose deux méthodes pour obtenir le rang de f.

o Méthode 1. On a fi(z¢) € Im(f) pour tout 1 <i < n — 1. Donc (f(x),..., " 1(xg)) est
une famille de n — 1 vecteurs de Im(f), libre d’apres la question 1.(b). Donc on a rg(f) =
dim(Im(f)) >n—1.

D’autre part, f n’est pas bijective d’apres la question 1.(a), donc rg(f) <n — 1.

On peut donc conclure avec ces deux inégalités que [rg(f) =n —1|.

o Méthode 2. La famille B = (xo, f(x0), - .,f"‘l’(mo)) est libre d’apres la question 1.(b), de
cardinal n = dim(FE). C’est donc une base de E. Ecrivons la matrice de f dans cette base, on
a:

0 0 0 0

10 00

0 1 0
Mg(f) = 0 0

: 1 00

0 0 0 1 0
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En effet pour 0 < i < n — 2, on a dans la i-éme colonne & calculer f(f*~1(xg)) = f*(z0) qui
est le (i + 1)-eme vecteur de la base . Et pour i = n — 1, on a f(f" 1(xg)) = f*(x0) =
0g. D’ou la matrice donnée ci-dessus. Le calcul de son rang ne pose alors pas de probléme,
puisque ses n — 1 premiers vecteurs colonnes sont échelonnés, et le dernier est nul. Ainsi on a

[ra(f) = ra(Ma(f)) =n — 1]

3. Rappelons l'identité suivante, valable lorsque deux endomorphismes f et g commutent (on avait
énoncé une propriété analogue pour des matrices qui commutent) :

VpeN*, g?—fP=(g—f)(g" ' +g" 2o f+ - +goff 2+ ).

On peut la démontrer en développant le membre de droite (les termes se téléscopent). Ici on obtient
pour p=n:

Idp =1dy — f*=(Idg — f) (Idg + f+ -+ 1)

n—1
Ainsi | (Idg — f) est bien un inversible et :  (Idg — f)™* = Z ol
k=0

Exercice 6.9 (%% %)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit f € Z(FE). Montrer I’équivalence :

E=Ker(f)®Im(f) & 1g(f)=re(f?).

Avant de faire cet exercice, rappelons des inclusions qui devraient étre connues (suite des noyaux et images
itérées) :
Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?)c Im(f).

Prouvons ces inclusions :

e Soit € Ker(f). Alors f(x) = 0g. D’oll en composant par f, on obtient f%(z) = f(f(z)) = f(0g) =
0g. Donc x € Ker(f?). Ainsi Ker(f) C Ker(f?).

e Soit z € Im(f?). 1l existe z € E tel que z = f%(z) = f(@) € Im(f). Ainsi Im(f?) C Im(f).
cE

On montre cette équivalence par double implication.
< Supposons que rg(f) = rg(f?). Puisque Im(f?) C Im(f), on en déduit que :
Im(f) = Im(f?).
Par le théoréme du rang :
dim Ker(f) = dim(E) — rg(f) = dim(E) — 1g(f?) = dim Ker(f?).
Puisque Ker(f) C Ker(f?), on en déduit donc Ker(f) = Ker(f?).

Montrons a présent la somme direct. On dispose déja 1’égalité des dimensions par le théoreme du
rang :

dim E = dim Ker(f) + dim Im(f).

Montrons que Ker(f) NIm(f) = {Og}. Soit y € Im(f) N Ker(f). Il existe donc = € E tel que
y = f(z). De plus y € Ker(f), donc on a 0 = f(y) = f(f(x)) = f%(z). Ainsi x appartient &
Ker(f?) = Ker(f). Donc y = f(x) = 0g.

On peut donc conclure que E = Ker(f) @ Im(f).

Remarque. En utilisant le résultat de ’exercice 6.5, remarquons que la suite des images itérées
stationne ici pour p = 1. D’apres la question 3 de ce méme exercice, on peut donc directement
conclure que :

E =Ker(f) @ Im(f).

10
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= Supposons que E = Ker(f)®Im(f). Montrons que Im(f) = Im(f?), ce qui impliquera en particulier
légalité des dimensions. On a déja une inclusion (qui est toujours vraie) :

Im(f?) C Im(f).

Montrons 'inclusion réciproque : soit z € Im(f). Il existe © € F tel que z = f(x). Par hypothése,
il existe x1 € Ker(f) et x5 € Im(f) tel que :

xr=2x1+ To.
De plus x5 € Im(f), donc il existe t € E tel que 3 = f(t). On obtient finalement :
2= f(z) = f(z1) + fx2) = 0 + F(f()) = F2(2).

Ainsi z € Im(f?), et on a bien que Im(f) = Im(f?), et donc que rg(f) = rg(f?).

Projecteurs

Exercice 6.10 (%)
Soit p I'application de R? dans R? définie par p(z,y) = (92 — 12y, 6z — 8y).

1. Montrer que p est un endomorphisme de R2.
2. Déterminer une base de Ker(p) et de Im(p). p est-elle injective 7 bijective ?
3. Montrer que p est un projecteur.

4. Les sous-espaces Ker(p) et Im(p) sont-ils supplémentaires dans R? ?

Exercice 6.11 (¥% - /@J)
1. A Taide d’un raisonnement par Analyse-Syntheése, montrer que ., (R) = .7,(R) ® #,(R).

2. Soit p le projecteur sur ., (R) parallelement a 7%, (R), ¢ le projecteur associé. Déterminer p(M) et q(M)
en fonction de M et M.

1. On procede par analyse-synthese.

Analyse. Soit M € .#,(R). Supposons qu’il existe S et A des matrices symétriques et antisymétriques

respectivement telles que :
M=S5+A. (1)

En prenant la transposée dans cette égalité, on obtient :
‘M=1S+t'A=85—A. (2)

En faisant (1) 4 (2) et (1) — (2), on obtient alors :

M+ M M- tM
S = M+ M et A=—17-—.
2 2
Syntheése. Pour M € ., (R), on pose alors :
M+ tM M—'M
s=mE A 4=
2 2
Vérifions les points suivants :
- M=S5S+A: . .
M M M-'M
S+a="" - M
2 2
— S est symétrique :
g MACCM)  MAM

2 a 2

11
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— A est antisymétrique : on proceéde de méme.

Ainsi, on a donc montré que pour tout M € ., (R), il existe un unique couple (S, 4) € Z,(R) x
2, (R) tel que :
M=S+A,

soit en d’autres termes que .4, (R) = .7, (R) @ 4, (R).

2. En reprenant la question précédente, on a donc montré que pour tout M € 4, (R), il existe un
unique couple (S, A) € .7, (R) x o7,(R) tel que :

M =5+ A.
De plus on a :
t ot
S:7M+ M et A:7M M.
2 2
Par définition de p et de g, on a :
M+ M M- tM
p(M) =5 = t q(M)=A=

Exercice 6.12 (%% - £9)
Soit A € R[z] de degré n > 0. On considére l'application f : R[z] — R[z] qui & P associe R, reste de la division
euclidienne de P par A.

1. Rappeler le théoréme de division euclidienne dans K[x].

2. Montrer que f est une application linéaire, et qu’on a :
Ker(f) = {Ax Q, Q€ R[]} et Im(f) = Ro1fa].

3. Montrer que f est un projecteur.

Commencons par rappeler le théoréeme de division euclidienne des polyndmes, essentiel ici :

Rappel. Division euclidienne des polyndomes.

Soient P, A deux polynomes tels que A # 0. Alors il existe un unique couple (@, R) de polynémes
tel que :
P=AQ+R
{ deg(R) < deg(A)

Q et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

Montrons que f est linéaire : soient Py, P> € R[z], A1, A2 € R. Par le théoréme de division euclidienne, il
existe un unique couple (Q1, R;) et un unique couple (Q2, R2) tels que :

P=AQ:+ Ry et Py=AQ:+ Ry
avec deg(Ry),deg(Rz) < deg(A). On obtient donc que :
AP+ APy = A(MQ1 + A2Q2) + (M Ry + AaR2)

avec de plus deg(A1 R1 + A2 R2) < max(deg(R;),deg(R2)) < deg(A). Par unicité du reste dans le théoréme
de division euclidienne, on en déduit donc que (A1 Ry + A2R2) est le reste de la division euclidienne de
AP+ Mo P par A. Ainsi on a :

FOMPL 4+ X2Py) = MRy + MR = M f(P1) + Ao f (Po).

Ainsi on a bien montré que f est linéaire. Montrons & présent que f est un projecteur. Soit P € R[z].
Par le théoreme de division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) tel que :

P=AQ+ R avec deg(R) < deg(A).

12
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Faisons a présent la division euclidienne de R par A. On a :
R=Ax0+R avec deg(R)< deg(A)

Donc le quotient est 0 et le reste est R pour la division euclidienne de R par A. On peut donc conclure
que :

fof(P)=[f(f(P))=[f(R)=R=[f(P)

Ceci étant vrai quelque soit P, on en déduit que fo f = f, et donc que f est un projecteur, sur Im(f)
parallélement par Ker(f).

Déterminons Ker(f) : soit P € R[z]. On a :
PeKer(f) < f(P)=0< 3Q € R[z], P = AQ < A divise P

Ainsi Ker(f) = {P € R[z] | A divise P}.

Déterminons Im(f) : pour tout P € R[z], f(P) est le reste de la division euclidienne de P par A, et est
donc de degré < deg(A) =: a. Réciproquement si deg(P) < a, alors on a :

P=Ax0+P avec deg(P) < deg(A).

Ainsi P = f(P) € Im(f). On a donc montré que Im(f) = R,_1][z].

Une conséquence de cet exercice est qu’on a la somme directe :

Rlz] = R,—1[z] ® {P € Rz] | A divise P}.

Exercice 6.13 (k%% - Oral ESCP 2019)
Soient deux entiers n > 1 et k > 2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient p1,pa,...,pr des endomorphismes de E tous non nuls et tels que :

pr+p2+--+pr=Idg et rg(p1) +rgp2) + - +rg(pr) < n.

1. Montrer que E = Im(p;) ® Im(p2) @ - - - ® Im(py).

2. Montrer que pour tout ¢ € [1, k], 'endomorphisme p; est un projecteur de E, et que pour tout couple
(i,7) € [1,k]? vérifiant i # j,ona: p;op; = 0g(p).

k
3. Montrer que pour tout i € [1, k], p; est le projecteur sur Im(p;) parallélement & K; = @ Im(p,).
j=1
J#i
Changement de bases
Exercice 6.14 (%) 0 1 1
Considérons la matice M = |1 0 1|, et u 'endomorphisme de R? canoniquement associé & M.
0 0 1

On considére les vecteurs f; = (1,—1,0), fo = (1,1,0) et f3 =(0,0,1).
1. Montrer que % = (fi1, f2, f3) est une base de R3.
2. Donner la matrice de passage de la base canonique a la base % et déterminer son inverse.
3. Soit & = (a,b,c) € R3. Déterminer les coordonnées de = dans la base % en fonction de a, b et c.
4. Déterminer la matrice T' de u dans la base 4.

5. En déduire T™ puis M™ pour tout n € N.

13
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1. On montre que la famille % est libre (...). Comme elle est de plus de cardinal 3 = dim(R?), c’est
bien une base de R3.

2. Notons % la base canonique de R3, et P la matrice de passage de la base ¢ a la base %. On a (par
définition de la matrice de passage entre deux bases) :

1
P=1-1
0

(e

0
0
1

On calcule son inverse par la méthode de Gauss (...). On obtient :

/2 —1/2 0
Pt=1[(1/2 1/2 0
0 0 1

a
3. Soit x = (a,b,c) € R3. On a donc par définition que X = My (x) = | b |. Notons X’ = Mgy(z).

Par le cours, on a la formule de changement de bases :
X=PX = X =P'X
(a—10)/2

On obtient donc X’ = | (a +b)/2 |. Ce résultat ne sera pas utile pour la suite.
c

4. Par la formule de changement de bases, on a :

T=P 'MP.
-1 0 0
On obtient apres calculs (...) que T’=1 0 1 1
0 0 1
-1 0 0 0 0 0
5 OnaT=D+4+NouD=|0 1 0JeteN=|0 0 1]. On vérifie que D et N commutent
0 0 1 0 0 0
(ce qui permet d’appliquer le bindme de Newton). On obtient que 7° = I3, T' = T et pour tout
n>2:
(=™ 0 0
T = 0 1 n
0 0 1

11 reste alors & calculer (...) :
M" = (PTP Y = PT"P!.

Exercice 6.15 (k%)
Soit ¢ I'application définie sur Ry[z] et & valeurs dans R[], qui & un polynoéme P associe p(P) = (2?—1)P'—2xP.

1.

2.

Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[z].
Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique, notée Peq, -

On pose Py = (v +1)?, P, = 2% — 1, P3 = (x — 1)%. Montrer que & = (Py, P,, P3) est une base de R[],
puis donner la matrice de passage de la base canonique a 2.

En déduire la matrice de ¢ dans la base Z.

Pour n € N, déterminer la matrice de ¢™ dans la base Z. En déduire la matrice de ¢™ dans la base
canonique.

14
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1. On vérifie que ¢ est linéaire (...) et que pour tout P € Ra[x], ¢(P) appartient a Ry[z].
2. On calcule p(2*) pour k = 0, 1,2, afin d’obtenir A :

0 -1 0
A=1-2 0 =2
0 -1 0

3. On montre que la famille & est libre “4 la main” (...). Comme elle est de plus de cardinal 3 =

dim(Rz[x], c’est bien une base de Ry[z]. Notons P la matrice de passage de la base canonique & la

base 4. On a :
-1 1

1
P=12 0 -2
1 1 1

4. Notons A’ la matrice de ¢ dans la base 4. On peut pour déterminer A’ utiliser deux méthodes.
e« Méthode 1. Par formule de changement de bases. On a :
A =P AP

Il faut alors inverser P par la méthode de Gauss, puis faire le produit matriciel. On trouve
apres calculs :

/4  1/4 1/4 -2 0 0
plt=|-12 o0 1/2 et A=[0 00
1/4 —1/4 1/4 0 0 2

o Méthode 2. Calcul direct. On vérifie par le calcul que ¢(P;) = —2P;, o(P2) = 0 et
©(P3) = 2P;. On obtient alors, par définition de la matrice de ¢ dans la base A, que :

-2 0 0
A=10 00
0 0 2
Cette méthode a le mérite d’étre moins calculatoire.

5. Pour tout n € N*, on a :

(=2 0 0
Mgy =)= 0 0 0
0 0 2"

Par formule de changement de bases, on a :
Mg, (¢") = A" = (PA'P")" = P(A")"P~".

Il reste alors & calculer P! par la méthode de Gauss (si on ne 'a pas encore fait), puis a faire le
produit matriciel...

gxerCIC-i\G‘liS* ) o o (12 oot 2 upo (! 2
neonsidere A= {g o>, B=1g o) Y= \3 o) *Y=\3 4/

On note & la base canonique de .#5(R).
1. Montrer que la famille ' = (4, B, C, D) est une base de .Z5(R).
2. Pour tout M € .#>(R), on pose p(M) =AM — M A.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de .#2(R).

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base & puis dans la base %'.

15
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1. Notons & = (E1,1, E1,2,FE21, E22) la base canonique de .#5(R), et écrivons la matrice Mg(#').

Mg ($') =

[en i e BN an I
O O N
O W N =
= N =

Cette matrice est triangulaire supérieure, et ses coefficients sur la diagonale sont tous non nuls. Donc

Mz(%') est inversible, et B’ est une base de .#2(R).
2. (a) Pour tout M, N € #5(R), pour tout \,u € R, on a :

O(AM + uN) = A(AM + uN) — (AM + pN)A = NAM + pAN — AMA — uNA
= MAM — MA) + u(AN — NA) = Ap(M) + pp(N).

Donc ¢ est un endomorphisme de .#5(R).
(b) Calculons :

©(E11) =02, @(E12)=FE12, ¢(E21)=—FEz1, ¢(E22)=0,.

On a donc :

0

o O oo
oSO = O
o
o O o O

Pour la matrice Mg (), on peut procéder de deux maniéres différentes.

Méthode 1. Formule de changement de bases.
Ona:

P=Pygg =Mzg(#)=

OO O
SO N
S W N
=~ W N

Par formule de changement de bases, on a :
Mg () = P~ Mg(p)P.

11 faudrait alors faire la méthode du miroir pour calculer P!, puis faire ce produit matriciel.
On trouve apres calcul :

0 -1 -1 -1
0 1 2 2
Ma(e)=1o o -1 21
0 0 0 o0

Méthode 2. Méthode directe.
On a apres calcul :

=0 pB)= (0 o) =B-4 wO=pD)= (" §)=-Cr2m-a

On en déduit que :

0 -1 -1 -1
01 2 2
Ma@) =19 o -1 1
0 0 0 o0

Exercice 6.17 (% %)
On considére F = {(z,y, )|z +y — 2 = 0} et G = Vect(1,1,1).

16
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1. (a) Déterminer une base (e1,ez2) de F' et une base (e3) de G.

(b) Montrer que % = (ey, ez, e3) est une base de R3. En déduire que F et G sont supplémentaires dans
R3.

2. On consideére p le projecteur sur F parallelement a G.

(a) Déterminer la matrice de p dans la base A.

(b) En déduire la matrice de p dans la base canonique. On pourra pour cela s’aider du logiciel Python
pour les calculs matriciels.

(c) Donner p(x,y,z) pour tout (z,y,z) € R3.

3. Soit ¢ le projecteur sur G parallelement & F. Déterminer ¢(x,y, 2) pour tout (z,y,z) € R3.

1. (a) Je vous laisse vérifier que les vecteurs e; = (1,0,1) et ez = (0,1, 1) forment une base de F', et
que le vecteur e3 = (1,1, 1) forme une base de G.

(b) On vérifie que la famille & est libre en revenant & la définition. Elle est de plus de cardinal
3 = dim(R?). C’est donc une base de R®. Par théoréme de concaténation des bases, on peut
affirmer que F et G sont supplémentaires dans R3.

2. (a) Soit p le projecteur sur F' parallelement & G. Puisque G = Ker(p) et F' = Ker(p — Id), on a :
pler) =e1, plez) =e2, ples) = es.
En particulier, on a :
1 0 0
Mu(p) = [0 1 0
0 00
(b) Notons % la base canonique de R3, et P la matrice de passage de ¢ a %. Par formule de
changement de bases, on a :

Mg(p) = P"'My(p)P = Mg(p) = PMg(p)P~".

P=

—_ o =
=)
—

Utilisons Python pour éviter les calculs :

>>> import numpy as np
>>> import numpy.linalg as al
>>> P = np.array([[1,0,1],[0,1,1],[1,1,111)
>>> Q = al.inv(P); Q
array([[ 0., -1., 1.],
[-1., 0., 1.1,
1., 1., -1.1D)
>>> B = np.array([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,011)
>>> A = np.dot(np.dot(P,B),Q); A
array([[ 0., -1., 1.1,
[-1., 0., 1.1,
-1., -1., 2.1

0 -1 1
Ainsi,ona Mg(p)=|-1 0 1
-1 -1 2

(c) Si on note (e1,€2,€3) la base canonique de R3, on a par lecture matricielle :
p(e1) = 0e1 — g2 —e3 = (0,1, 1),

p(eg) = —1leg + 0eg —e3 = (—1,0,—1),
ples) = e1+¢e24 263 = (1,1,2).
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Pour tout (z,y,z) € R, on a :

p(x,y,2) = p(we1 + yea + ze3) = zp(e1) + yp(ez) + 2p(es)
= l’(—l, 07 _1> + y(oa _17 _1) + Z(L 1) 2) = <_‘T + zZ, =Y + 2, = =Y + 22)

3. Notons ¢ le projecteur sur GG parallelement a F. Commencons par un rappel.

Rappel. Projecteurs associés.

Si p est le projecteur sur F' parallelement a G, alors ¢ = Idg — p est le projecteur sur G
parallelement & F'. En effet, pour tout z € E, il existe un unique couple (z,y) € F x G tel que
z=x+y,etona:

qz)=z-pz)=z+y—z=y.

On a ainsi les relations :

p+q=1Idg et pog=qop=0gnp.

On dit que p et g sont les projecteurs associés a la décomposition E = F © G.

Projecteurs associés a la décomposition E = F & G.

Ici, on a donc que q = Idgs — p, de sorte que pour tout (z,y,z) € R, on a :

a(@,y,2) = (@,9,2) = (—w+z,—y+2,-—r-y+22)= (20— 2,2 - 2,0 +y —2)

Montrer que les matrices A =

Exercice 6.18 (k% %) (

2 1 1 0
1 2) et B = (O 3> sont semblables.

Soit ¢ : X € M1 (R) — AX € M5 1(R) 'endomorphisme canoniquement associé a A. Rappelons que si
% = (e1, e2) désigne la base canonique de .#5 1(R), on a (c’est du cours) :

Mg (p) = A.

On va montrer que B est la matrice de ¢ dans une autre base. Pour cela, on va commencer par analyser
le probléme pour savoir comment trouver cette base.

Analyse du probléme. On cherche donc une base & = (f1, f2) telle que :

ce qui correspond & chercher des vecteurs fi et fo formant une famille libre et satisfaisant :

o(fi)=fi et w(f2) =3fa

18
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Recherche de la famille (f, f2). Soit donc X = (5) On a :
AX=X&zxz+y=0
- 1 1 R
Ainsi Ker(A — I) = Vect 1 et on prendra par exemple f; = 1) De méme, on a :
AX=3X<ez—y=0
o 1 1
Ainsi Ker(A — 315) = Vect ((1)> et on prendra par exemple fo = <1>
Vérifications. Reste & montrer que la famille 2 = (f1, f2) est une base de .#5 1 (R). Elle est de cardinal

2 = dim(#5,1(R)) et libre car formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc bien une base. Et on
a en remontant les calculs précédents que ¢(f1) = f1 et p(f2) = 3f2. Ainsi on a bien établi que :

Mg(p) = B.

Les matrices A et B sont donc bien semblables puisqu’elles représentent le méme endomorphisme dans
des bases distinctes.

Trace
Exercice 6.19 (k% - Trace d’un endomorphisme - £7)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit f un endomorphisme de F et soit & une base de E. Montrer que le scalaire Tr(Mg(f)) est indépen-
dant de la base £ choisie.

Ce scalaire est appelée la trace de f et notée Tr(f).

. a b
2. Exemple. Soit A = (c d

’LLA(M) = AM.

) € M>(R), et considérons lapplication uy : #o(R) — #2(R) définie par

(a) Montrer que u4 est un endomorphisme de .Z5(R).
(b) Calculer Tr(uy).

3. Soit p un projecteur de E. Montrer que Tr(p) = rg(p).

Exercice 6.20 (% %)
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n. On suppose que rg(f) = Tr(f) = 1.

1. Montrer qu’il existe une base 4 de F telle que :

a; a2 ... QGp

0 o0 ... 0
Mg(f) = .

0 0 0

2. En déduire que f est un projecteur.

1. Analyse du probléme. On cherche une base & = (ey,...,e,) telle que :

f(el) = aeéy,.. ~7f(€n) = Qn€1.

Puisque f est de rang 1, 'un des a; est non nul et donc e appartiendrait & Im(f) qui est de dimension
1. Ainsi il faudra prendre e; une base de I'm(f), et on n’a pas de contrainte pour es, ..., e,.

Construction de la base. Prenons donc e; une base de Im(f). On la compléte en une base
B = (e1,...,en) de E. Pour tout 1 < ¢ < n, f(e;) appartient a Im(f) = Vect(ey), donc il existe
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a; € R tel que :

flei) = azer.
On peut donc écrire la matrice de f dans la base 4 :
ay a2 ... Qp
0o 0 ... 0
M=Mg()=|. .
0 0 0
2. On a:
a% aijaz ... Qaiap
0 0o ... 0
M? =
0 0o ... 0

De plus on sait que 1 = Tr(f) = Tr(M) = a;. Donc on obtient :

1 as an,
0 0 0

M? = , =M
0 0 0

Ainsi f est bien un projecteur.

Exercice 6.21 (k%% - Formes linéaires sur .7, (R))
Soit n € N*.

1. Soit A € A, (R). Pour tout M € .#,(R), on pose pa(M) = Tr(AM).
Montrer que ¢4 définit une forme linéaire sur ., (R).

2. On considere I'application ® : 4, (R) — £ (4, (R),R) définie par ®(A) = pa4.

(a) Montrer que ® est linéaire.
(b) Montrer que ® est un isomorphisme.
Indication. On pourra calculer o A(E; ;) ot E; ; est la matrice élémentaire d’indice (i,7).

(¢) En déduire que pour toute forme linéaire ¢ sur ., (R), il existe une unique matrice A € ., (R) telle
que (M) = Tr(AM) pour tout M € 4, (R).

3. Déterminer toutes les formes linéaires ¢ de .4, (R) satisfaisant :

VM, N € M,(R), ©(MN)=g(NM).

1. @4 est clairement & valeurs dans R. De plus on a pour tout M, N € .#,(R) et pour tout A\,u € R :
PAAM+uN) = Tre(AAM+uN) = Te(AAM+pAN) = ATr(AM)+puTr(AN) = Apa(M)+ppa(N).
Donc ¢4 est bien une forme linéaire.

2. (a) Pour tout \,u € R et A, B € 4, (R), montrons que :

O(ANA+ uB) = A\P(A) + u®(B)

soit en d’autres termes :
P A+uB = Apa + ppp.

Soit pour cela M € #,(R), on a :

oxasus(M) = Tr((AA + pB)(M)) = Tr(AAM + puBM)
— NTr(AM) + uTe(BM) = Apa(M) + ppp(M)

D’ou I'égalité. Donc @ est bien linéaire.
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(b) Montrons que ® est injective. Soit pour cela A € Ker(®), on a :
D(A) = pa = 02w, ®)R)-
Ainsi pour tout M € 4, (R), on a :
wa(M) =0, soit encore Tr(AM) = 0.

Prenons alors (i,7) € [1,n]? et calculons Tr(AE; ;). Si on note Cj la k-2me colonne de A, on
a:
AE;;=(0...0 C; 0...0)
—

colonne j

Il y a un seul coefficient non nul sur la diagonale de AFE; ; qui est celui de la j-éme ligne de
C;, soit a;;. Ainsi on a Tr(AE; ;) = a;;. On peut donc conclure que si A € Ker(®), alors
aj; = 0 pour tout (i,7) € [1,n]?. Dot A =0, et ® injective. Comme de plus dim(.#,(R)) =
dim(Z (A, (R),R)), on en déduit que ® est un isomorphisme.

(¢) Ainsi tout forme linéaire ¢ sur ., (R) admet un unique antécédent par ® : il existe donc
une unique matrice A € .#,(R) telle que ®(A) = ¢, soit encore @(M) = Tr(AM) pour tout
M e #,(R).

3. Soit ¢ une telle forme linéaire. D’apres les question précédentes, on sait qu’il existe une unique
matrice A € 4, (K) telle que :

VM € #4,(K), o(M)=Tr(AM).
On suppose de plus que pour tout X, Y € #(K), o(XY) = p(YX), ce qui donne :
Tr(AMN) = Tr(ANM).
Prenons en particulier M = F; ; et N = Fj ;. Rappelons que :

1 sij=k

0 sinon.

Ez',j X Ek,l = 6j,kEi,l ol 5j,k = {
On a :
Tr(AE; jEr1) = 0, Tr(AE;1) = 0 ka1
selon un calcul déja effectué dans les questions précédentes. De méme,
Tr(AEy, 1 Ei ;) = 01

Ainsi pour tout 1 <4,5, k.1 <n:
0561 = 01,05 k-
En particulier :
o pour tout [ # i et en prenant j = k, on obtient a;; = 0. Donc A est une matrice diagonale.

o pour i =1[et k= j, on obtient a; ; = a; ;. Donc tous les coefficients diagonaux sont égaux.

Ainsi A est une matrice scalaire, et il existe A € R tel que A = AL,. On peut donc conclure que
pour tout M € 4, (R) :

(M) = Tr(AM) = \Tr(M).

Polynoémes d’endomorphismes

Exercice 6.22 (%)

Déterminer un polynoéme annulateur et Iinverse s’il existe des endomorphismes :

My (R) = M,(R)
f: A — tA+424°
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E — FE
T

o(@)u + ol E est un espace vectoriel, u € E et ¢ est une forme linéaire telle que p(u) = 1.

g:

Exercice 6.23 (%)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E) tel que 2f2 — 3f — 9ldg = 0.
On pose alors u = 2f + 3ldg et v = f — 3ldg.

1. Calculer u — 2v. En déduire que F = Im(u) + Im(v).
2. Calculer uowv et vowu. En déduire que Im(u) C Ker(v) et Im(v) C Ker(u).
3. Montrer que E = Ker(u) @ Ker(v).

4. (Cubes) En déduire que f est diagonalisable.

1. Ona:
u—2v=2f+3ldg — 2(f — 3Idg) = 91dEg.

Ainsi pour tout z € E, on a :

1
u(z) — 2v(z) = 9z, soit z = §u(;v) +—u(x).
€Im(u) €lm(v)
Ainsi on a E = Im(u) + Im(v).

2. On a:
uwov = (2f 4+ 3ldg) o (f — 3ldg) = 2f* — 3f — 9dg = Og(p).

Par exercice 2, on en déduit que Im(v) C Ker(u). De méme, on a puisque u et v commutent (ce
sont tous les deux des polynomes en f) :

vou=uov=0gpng-.
Ainsi on a également Im(u) C Ker(v).

3. Puisque Im(v) C Ker(u) et Im(u) C Ker(v), on a E = Im(u) + Im(v) C Ker(u) + Ker(v) C E.
Ainsi on a E = Ker(u) + Ker(v). Reste & montrer que cette somme est directe : soit pour cela
x € Ker(u) NKer(v), on a :

u(z) =0 = 2f(x)+3x=0r (1)

et
v(ix)=0 = f(z)—-3z=0g (2)
En faisant (1) —2(2), on obtient 9z = O, soit x = Og. Ainsi on a bien que E = Ker(u) @ Ker(v).
4. On a Ker(u) = Ker(f + 21dg) et Ker(v) = Ker(f — 3Idg) qui sont respectivement les sous-esapces

propres de f associés aux valeurs propres —3 et 3. Comme on a F = E_3/5(f) ® E3(f) est somme

directe de sous-espaces propres de f, on en déduit que f est diagonalisable.

Sous-espaces stables

Exercice 6.24 (%) (1) (1) } 92
Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est M = 100 o0
0 1 1 -1

1. Montrer que f o f = —Idpa.

2. Montrer que pour tout u € R*, le sous-espace vectoriel Vect(u, f(u)) est stable par f.
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3. On pose e; = (1,0,0,0), ea = f(e1), es = (0,1,0,0) et eg = f(e3).
Montrer que & = (e, e2, €3, e4) est une base de R%.

4. Déterminer la matrice M’ de ’endomorphisme f dans la base %.

Exercice 6.25 (%% - QSP HEC 2017)
Soit E un espace vectoriel sur R, p un projecteur de F et v un endomorphisme de E.
Montrer que p et u commutent si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par w.

= (C’est du cours : si deux endomorphismes commutent, le noyau et 'image de I'un sont stables par
Pautre.

< Supposons donc que Ker(p) et Im(p) sont stables par u. Rappelons que puisque p est un projecteur,
on a :

E =TIm(p) @ Ker(p)

et que :
Vo € Im(p), p(r) =z et Vy € Ker(p), p(y) = 0.

On va montrer que u et p commutent sur Im(p), sur Ker(p), puis sur E tout entier.

— Sur Ker(p) : pour tout x € Ker(p), on a :

uop(x) =u(0g) =0 et pou(x)=7p( @ )=0g

€Ker(u)

car Ker(p) est stable par u.
— Sur Im(p) : pour tout y € Im(p), on a :

uwop(y) =u(y) et pou(y)=p(i@)=u(y)

€Im(u)

car Im(p) est stable par u.

— Sur E : pour tout z € E, il existe (z,y) € Ker(u) x Im(u) tel que z = x + y. On obtient :

pou(z) =pou(x) +pouly) =uop(x)+uoply) =uop(x+y)=uop(z)

en utilisant que u et p commutent sur Im(p) et sur Ker(p). D’ou le résultat.

Exercice 6.26 (%% % - Caractérisation des homothéties - @))
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f € Z(FE). On suppose que f laisse stable toutes les
droites vectorielles.

1. Montrer que Vo # 0g, 3\, € K: f(x) = Az,
2. Soient = et y deux vecteurs non nuls de E.

(a) Montrer que si z et y sont liés, alors A, = A,,.

(b) Montrer que si (x,y) est une famille libre, alors A;4, = A;. En déduire que A\, = A,.

3. Déduire de ce qui précede que f est une homothétie.

1. Pour tout z € E, x # Og, la droite Vect(z) est stable par f, donc en particulier f(z) € Vect(z). Il
existe donc un unique scalaire A, € K tel que f(z) = A\, x.

2. Soient = et y deux vecteurs non nuls de E.

(a) Supposons z et y liés. Puisqu’ils sont non nuls, il existe p € K tel que y = px. On a alors :

Ayy = f(y) = /J,f(l‘) = AT = Agy.
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Puisque y # Og, on obtient Ay = A,.

(b) Supposons que (x,y) est une famille libre, alors :

Aoty(T +y) = flz+y) = f(2) + f(y) = Az + Ay

Par liberté de la famille, on en déduit que Ayyy = Ay et Ayyy = Ay. Ainsi on a bien que
Az = Ay.

3. On a donc montré que pour tout z,y non nuls, A, = Ay. Notons A € K ce réel. On a donc pour
tout x # O, f(x) = Az. Puisque cette égalité est encore vraie pour 2z = O, on obtient donc que
f=Aldg. f est donc bien une homothétie.

Exercice 6.27 (k%% %)
Montrer que F = {f € (M, (R)) : YA € 4, (R), f(*A) ='f(A)} est un sous-espace vectoriel de £ (4, (R))

et en déterminer la dimension.

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de .Z(.#,(R)) :

o Si f=0g%(u,w)), alors pour tout A € .#,(R) :

Donc f appartient bien & F'.
e Soient f,g € F et A\, u € R. Montrons que Af + pg appartient a F'. Pour tout A € 4, (R) :
(Af + pg)("A) = Af("A) + pg("A) = X' f(A) + p'g(A)  car f.geF
= "(Af(A) + ng(A)) = "(Af + ng)(A).

Donc \f + pg appartient bien a F
F est bien un sous-espace de .Z(.#,(R)).
Remarquons, en notant g ’application linéaire transposée, que :

F={feZ(E):VAec M(R), fog(A)=go f(A)} ={f e ZL(E): fog=gof}=C(g)
ol €(g) est le commutant de g.
Or l'endomorphisme g est lié aux sous-espaces .7, et o, de 4, (R). Plus précisément :

S =Ker(g —1d 4, w) et o, =Ker(g+1d 4, &)

Puisque f commute avec g, il commute avec g—Id_z, r) et g+1d 4, (r), et laisse donc stable les sous-espaces
S et .

Réciproquement, soit un endomorphisme f laissant stable .7, et «7,. Puisque ., (R) = ., ® ,, pour
tout M € 4, (R), il existe (S, A) € ., x o, tels que :

M=S+A.
On a alors :

JOM) = f(((A+8) = f(S = A) = [(S) = f(A) ="f(S) + " [(A) ="(f(S) + [(A)) ="f(M)
car f(S) € .7, et f(A) € .

On a donc montré qu'un endomorphisme f de .4, (R) appartient & F si, et seulement si, f laisse stable
Zn(R) et o7, (R).
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Allons un peu plus loin en considérant % une base de .#,(R) adaptée a la somme directe .Z,(R) =
n ® ,. Un endomorphisme f laisse stable .7, (R) et <7, (R) si, et seulement si, sa matrice Mg(f) dans

la base % est diagonale par blocs :
C 0

ou C € #s(R) et D € M,(R) avec s = dim .7}, et a = dim «7,.
Finalement, pour f € Z(#,(R)), f appartient & F si, et seulement si, sa matrice dans la base % est de

la forme (g 10)> ou C € #;R) et D € #,(R).

Notons @5 : f € L(M,(R)) — Mg(f) € #,2(R). Par le cours, Py est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. Par ce qu’on vient d’établir, il induit un isomorphisme de F' sur le sous-espace G de .#,,2(R)
des matrices diagonales par blocs :

G = {<§ g) C e M(R), De//a(R)}.

Par conséquent, les dimensions de F' et G sont égales. Or, il est facile de calculer la dimension de G (il
suffit de compter le nombre de coefficients, a savoir s? + a2, dans de telles matrices par blocs). Ainsi :

dim(F) = s° + a® = (M>2+ ("("_1)>2_ nt1

2 2 2
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