ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD4

Espaces vectoriels

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Exercice 4.1 (%)
Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels 7

A= {(z,y,2) eR® —x+3y+2z=0};

B= {(33,3/,,2715)611%47 2x—y+z:Oetx—y+z—t=O};
1

c={rewmnn. [ foa=-1};
0

D = {f: R — R monotone} ;

2 3 —4 1 —1
—1 0 2 1 1
E=Vet|| o f,[ofl.,[0o].,[of.,]o0 ;
0 0 0 1 0
1 0 -2/ \o 0

F= {PeR[X], Ha,b,c,d) R tq P = aX(X — 1)+ bX2 +c(X — 1) +d} ;
G = {P eRs[X], P(X +1) =2P(X) et P(3) =0} ;

_ 2a+b+c 0 0 0
= {< 0 a+2b+c a_b),(a,byc)e]R},

I = {(un)nen suite réelle telle que Vn € N, uy, 10 = duptq — 4uy} ;
J = {suites réelles bornées} ;

K = {matrices nilpotentes}.

« Montrons que I est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel RY des suites réelles :

— la suite nulle u appartient bien a I car pour tout n > 0 :
Upto — dupyr +4u, =0—-4x0+4x0=0.
— Soient u = (uy,) et v = (v,) deux suites de I et A\, u € R. Montrons que :
w=Au+ pv = (Auy + pv,) € 1.
Pour tout n > 0, on a :

Wpt2 = AMpt2 + [Unto  car u,v € 1
= Mlupy1 — duy) + p(dvp41 — 4u,)
= 4(Muny1 + pvng1) — 4(Auy + poy)
=dwp 1 — 4wy,

Ainsi w appartient bien a I.
On peut donc conclure que I est un sous-espace vectoriel de RY.

Pour en déterminer une base, commencons par remarquer que I est ’ensemble des suites satisfaisant
une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. On sait comment obtenir le
terme général d’une suite u satisfaisant une telle relation : on cherche les racines de ’équation
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caractéristique, qui est 72 — 4r +4 = 0. On a une racine double » = 2. D’ou I'existence de deux
constantes A et p telles que :

VneN, u,=(A+nu)2" =A2" + un2".
Posons les suites a = (2") et b = (n2"). 1l suit de ce qui précede :
I ={Xa+ pb, A\, pu € R} = Vect(a,b).

La famille (a,b) est génératrice, et libre : les suites a et b ne sont pas colinéaires. Sinon, il existerait
A € R tel que a = A\b, ce qui donnerait :

VneN, 2" =n2"
ce qui est clairement faux. (a,b) est ainsi une base de I, qui est donc de dimension 2.
o Montrons que J est un sous-espace vectoriel de RN :

— La suite nulle est bien bornée, donc appartient a J.

— Soient u,v € J et A\, u € R. Montrons que w = Au + pv appartient a J. Pour cela, notons que
puisque u,v € J, il existe A, B € R tels que :
VneN, |u, <A et v, <B.
Par inégalité triangulaire, on en déduit que pour tout n € N :
[ At + pvn| < [AJun| + |pllon] < [A[A +[ul|B.
Ainsi w appartient bien a J.

J est bien un sous-espace vectoriel de RN,

J n’est cependant pas de dimension finie. En effet, posons pour tout n € N, la suite V) =

(0,...,0, \1,/ ,0...). Cette suite est bien bornée. Et on peut montrer (je vous laisse le faire)
position N

que toute famille de la forme (u(®, ..., u)) est libre de cardinal N + 1. Il existe donc des familles

libres de cardinal aussi grand que 'on veut dans J. Ce qui prouve que J n’est pas de dimension

finie.

o Tentons de montrer que K est un sous-espace vectoriel de ., (R).

— La matrice nulle est bien nilpotente (d’indice de nilpotence 1), donc appartient a K.

— Mais K ne va pas étre stable par combinaison linéaire : la somme de deux matrices nilpotentes
n’est pas nilpotente en général. Par exemple :

0 1 00 0 1
(0 0)+(1 0)_(1 o)‘
Les matrices de gauches sont bien nilpotentes car triangulaires strictes. Alors que celle de droite
ne ’ai pas, par exemple parce qu’elle est inversible.

Ainsi K n’est pas un sous-espace vectoriel des matrices.

Exercice.

On vient de montrer que la somme de deux matrices nilpotentes n’est pas une matrice nilpo-
tente en général. Démontrer que c’est cependant bien le cas si on suppose en plus que ces
matrices commutent.

Exercice 4.2 (%)
Dans R3, on pose F' = Vect((2,3, 1), (1,—1,—2)) et G = Vect((3,7,0), (5,0,—7)). Montrer que F = G.
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Exercice 4.3 (k%% % - Inspiré de QSP HEC 2007)
Soit E¥ un R-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :
FUGestunsev.de E < FCGouGCF.

En déduire que E n’est pas réunion de deux sous-espaces vectoriels stricts (c’est-a-dire distincts de E).

2. Plus généralement, montrer que E n’est pas réunion finie de sous-espaces vectoriels stricts

1. L’implication < est évidente. Montrons la réciproque. On raisonne pour cela par I’absurde en
supposant que F UG est unsevet que FZ Get GZ F. On a:
o F ¢ G donc il existe z € F tel que z ¢ G ;
o« G ¢ Fdoncil existe y € G tel que y ¢ F.
Mais alorsx € FC FUGet ye G C FUG, et FUG est un sev. Donc = 4 y appartient a F U G.
On a alors deux cas possibles :
o soit x +y € F, mais alors y = (x +y) — _« appartient & F. Ce qui est faux.
—_— =~
cF eFr
o soit x+y € G, et de méme x = (z+y)— y appartient & G. Ce qui est faux.
—_—— =~
G g€

D’ol une contradiction et le résultat.

Il en résulte en particulier que F ne peut pas étre réunion de deux sous-espaces vectoriels stricts :
en effet, sinon on aurait £ = F'UG qui serait un sev. Donc d’apres le résultat précédent, £ = F ou
FE = G ce qui contredit F' et G stricts.

2. Traitons du cas général maintenant (plus difficile, on s’inspire du cas précédent). Supposons qu’il
existe Vi,...,V, des sous-espaces vectoriels stricts tels que :

E=V,U---UV,,

Quitte & enlever V;, on peut supposer que V; € Vo U---UV,, (sinon E =V, U---UV, =VoU---UV,
et on travaille avec V5). Alors :

o ilexistex € Vi tel que z ¢ Vo U---UV,.
o ilexistey e VoU---UV, tel que y ¢ V4.

Considérer uniquement z = x + y ne suffira pas ici & obtenir une contradiction, étant donné qu’on
a maintenant p sous-espaces vectoriels. L’idée est de considérer les vecteurs z; = y + jx pour tout
j € [1,p]. On va montrer que :

(1) pour tout j € [1,p], z; n’appartient pas a V; ;

(2) il existe 1 < r < s < p tels que z, et z5 appartiennent & un méme sous-espace V.

Ceci permet d’aboutir & une contradiction : en effet, si 2, et z; appartiennent & un méme sous-espace
V.., alors leur différence aussi (puisque V;, est un sous-espace vectoriel), et donc :

Zr—zs=y+re—(y+sr)=(r—s)zecV,.
——"
#0
Et ceci est contradictoire avec x ¢ Vo U --- U V.

Reste donc a montrer ces deux points :

(1) Soit j € [1,p]. Supposons que z; € Vi, alors y = z; — Az appartiendrait & V; ce qui est faux.
Donc z; n’appartient pas & V4 pour tout j € [1,p].
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(2) Pour tout j € [1,p], z; appartient & E =V, U--- UV, (et n’appartient pas a V1), donc il existe
ij € [2,p] tel que z; € V;;. Or 2 < iy,...,ip, < p (p éléments iy,...,i, dans un ensemble a
p — 1 éléments distincts 2,...,p), donc il existe 1 < r < s < p tels que is = 4. Ainsi z., 25
appartiennent au méme sous-espace V;,

Ainsi FE n’est pas une réunion finie de sous-espaces vectoriels stricts.

Familles de vecteurs

Exercice 4.4 (%)
Les familles suivantes sont-elles libres ou liées?

yl: ((1a170)7(07171))7 y4:flZ"E'—>‘.’E|,f2Z$'—>|$—1|,f3:1’l—>|$+1|;
yQ = ((13170)7(13071)7(271a2)) 5 y5 == (3,x2+1,x5—3x2+2) )
F3 = ((1,1,-1),(1,-1,1),(=1,1,1),(1,1,1)) ; Fo = (a%(@ — 1)) pepo.n-

Exercice 4.5 (%)
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels de I’Exercice 4.1.

Exercice 4.6 (%)
Montrer que % = ((1,1,1),(2,1,1),(2,1,2)) est une base de R3.
Calculer les coordonnées de (a, b, c) dans cette base. En déduire Mz (€) ott ¢ désigne la base canonique de R®.

Exercice 4.7 (%)
1. Montrer que F = {P € Ry[z], P(1) = P'(1) = P”(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de Ry[z].

2. Déterminer une base % et la dimension de F.

3. Soit P : x + 32* — 823 + 622 — 1. Montrer que P appartient a F, et déterminer les coordonnées de P
dans la base %.

1. Prenons P € Ry[x]. Alors :

PeF& P1)=P(1)=P'(1)=0
& 1 est racine de multi. au moins 3 de P
< 3Q € Rz], P(x) = (z — 1)*>Q(x)
& Ja,b€R, P(x) = (x —1)3(ax +b)
deg(P)<4
& Ja,beR, P(z) =ax(zx —1)> + bz — 1)
deg(P)<4
Ainsi :
F ={azx(z —1)> +b(z — 1), a,b € R} = Vect(x(z — 1), (z — 1)*).
F est donc un sous-espace vectoriel de Ry[x].

Remarque. On aurait bien-siir pu utiliser la caractérisation d’un sous-espace vectoriel pour répon-
dre a cette question.

2. On a vu A la question précédente que .# = (z(z — 1)3, (x — 1)) est une famille génératrice de F.
Elle est de plus libre car formée de 2 vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de F' qui est de
dimension 2.

3. On vérifie que P(1) = P'(1) = P”(1) = 0. De plus, par lalgorithme de Hérner (ou division
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euclidienne, on montre que :
P(z) = (z—1)3@Bzr+1) = 3z(z — 1)* + (z — 1)%.

Ainsi :

Exercice 4.8 (k% - Polynémes de Lagrange et matrices de Vandermonde - £)
Soient ag, ..., a, n+ 1 réels distincts deux a deux. Pour i € [0, n], on pose
T —a

x — ag T—a_1 T — Qi1 z—a
Li:x»—>|| X oo X % Ao x n
a
J#

J
a; a; —ao a; — Qi—1 Qi — Qi41 a; — an

1. Pour tout (i, j) € [0,n]?, calculer L;(a;) (on pourra distinguer les cas i = j et i # j).

2. Montrer que & = (Lo, ..., L) est une base de R, [z].

3. Si P € R, [X], exprimer les coordonnées de P dans la base & en fonction de P.

4. Notons € = (1,z,...,2"). Ecrire la matrice Mx(%).
1 a ... af
1 a ... af

5. Montrer que la matrice | . | . | est inversible si et seulement si les a; sont deux & deux distincts.
1 a, ... ay

Exercice 4.9 (k%% - QSP ESCP 2021)
Soit A une matrice de .#5(R). On pose €(A) = {M € #>(R), AM = MA}.

1. Vérifier rapidement que % (A) est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

2. Déterminer max dim(€(A4)) et min dim(%(A)).
Ac.>(R) Ae>(R)

1. Je vous laisse le vérifier.

2. En tant que sous-espace vectoriel de .#5(R) de dimension finie égale & 4, €(A) est également de
dimension finie et on a dim(%'(A)) < 4.

Pour A = I, €(I2) = #>(R) puisque toutes les matrices commutent avec I, et donc dim(%(I3)) =
4. Ainsi :

di A)) = 4.
Alx im(%'(A))

C’est plus compliqué pour le minimum. Regardons pour cela le commutant de la matrice A =

iy
M(Z Z)e%(A) @ {izg

“ 0> ,a,d € R} = Vect(E1 1, E22). (E1,1, E2,2) est donc une famille génératrice

0 d
de € (A), et libre car formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base, de sorte que
dim (¥ (4)) = 2.

Ainsi, €(A) = { (

Il en résulte que :
min  dim(%(A)) < 2.
Ae.#>(R)
Peut-on faire moins ? Cela semble difficile, car on trouve dans le commutant d’une matrice A la
matrice I5, A elle-méme, et plus généralement toutes les puissances de A et tous les polyndémes en

A.
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Raisonnons par l'absurde, en supposant qu'’il existe une matrice A telle que dim(%'(A4)) < 1. Mais
comme Iy € €(A), on a dim(%(A4)) =1 et ¥ (A) contient Vect(I2), ce qui donne donc :

% (A) = Vect(Iy).
Mais alors :
A e €(A) = Vect(I),

et il existerait A € R tel que A = Al». Seulement, F(A\l3) est égale a #5(R) qui n’est pas de
dimension 1. D’ot une contradiction.

On a donc montré que :

AGI%I(R) dim(€(A)) = 2.

Rang

Exercice 4.10 (%)
Déterminer le rang des familles suivantes :

1oz = (17032)’ Tg = (71727*1)7 I3 = (27370)a Ty = (Loa 71)7 Ts = (27 1a 71) ;
2.1 = (17 1305 1)7 Tg = (17713 150)7 T3 = (2707 13 1)7 Ty = (07727 13 71) ;

3. Pbrx—s a4+ -3, P ax?—2—3, Py:aor 202 -2 —6.

Exercice 4.11 (%)
Dans R?, soient u = (1,0,2), v = (1,1,2), w = (1,2,2), t = (2,2,2).
Montrer que (u,v,w,t) est générateur de R3, et en extraire une base de R3.

Exercice 4.12 (% %)
Montrer que la matrice carrée d’ordre n, A = (sin(i + j)) est de rang au plus 2.

Soit j € [1,n], notons C;(A) la j-éme colonne de A. Par les formules trigonométriques :

sin(1 + j) sin(1) cos(j) + sin(j) cos(1)
o= |- : = cos(j)$ +sin(j)$
sin(n + j) sin(n) cos(j) + sin(j) cos(n)
cos(1) sin(1)
ouC = et S = . Ainsi, pour tout 1 < j <n:
cos(n) sin(n)

C;(A) € Vect(C, 5).
On obtient donc Vect(C1(A),...,Ch(A)) C Vect(C, S), de sorte que :

rg(A) = dim(Vect(C1(A),...,Cn(A4))) < dim(Vect(C, S)) < 2.

D’ou le résultat voulu.
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Exercice 4.13 (%% - Matrices de rang 1 - @))
Soit M € 4, (R) de rang 1.

1. On souhaite montrer qu’il existe une matrice colonne non nulle C' € ., 1 (R) et une matrice ligne non
nulle L € 4 ,,(R) telles que M = CL.

1 0 -2
(a) Ezemple. Prenons M = | 3 0 —6 |. Déterminer C' € .#5:(R) et L € 41 3(R) tels que M = CL.
-2 0 4

(b) Cas général. Notons C1,...,C, les colonnes de M.
Montrer qu'’il existe ¢ € [1,n] tel que pour tout j € [1,n], il existe ¢; € R tel que C; = ¢;C;.
Conclure.

2. Montrer que LC' = Tr(M), puis en déduire que M? = Tr(M)M.

Somme de sous-espaces

Exercice 4.14 (%)
Soient F'={P € Ry[z], P — (x+ 1)P' =0} et G = {P € Rq[z], P'(0) = 0}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de Ra[x], et en donner une base et la dimension.

2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans Ra[x].

Exercice 4.15 (% %)
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E :

1. F={(z,y,2,t) ER* : 2 —y+22+t=0}et G = Vect(l,-1,1,-1) ;

2. w3 =(1,0,0,0), us = (1,1,0,0), us = (1,1,1,0), ug = (1,1,1,1), et F = Vect(u1,uz2), G = Vect(us, uyq) ;
3. E=R[z], F={P e Rz] ; P(1) = P(2) =0} et G =Ry[x] ;

4. E=Z(R,R), F={f € E, f paire}, G ={g € E, g impaire}.

Exercice 4.16 (%% - @D)
Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E de dimension finie, et soit w ¢ H. Montrer que :

E = H & Vect(u).

Exercice 4.17 (%% - Matrices symétriques et antisymétriques de taille 3 - £7)
Une matrice M de .#3(R) est dite symétrique lorsque *M = M et antisymétrique lorsque M = —M.
On note .#3(R) I'ensemble des matrices symétriques de .#3(R) et o753 (R) 'ensemble des matrices antisymétriques

de 4, (R).
1. Montrer que .5(R) et «%(R) sont des sous-espaces vectoriels de .Z3(R).
2. Montrer que .#3(R) et o/3(R) sont en somme directe (c’est-a-dire .73(R) N 24 (R) = {0g}).
3. Déterminer une base et la dimension de .#3(R) et <% (R).

4. Conclure que .5(R) et «%(R) sont supplémentaires dans .Z3(R).
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Exercice 4.18 (%% % - Matrices symétriques et antisymétriques de taille n - @D)

Montrer que dim(.#,(K)) = nint1) et dim(#,(K)) = M En déduire que :

Mo (K) = 0 (K) & o (K).

Exercice 4.19 (%)
Soit n > 1 fixé. Pour tout i € [0,n], on pose F; = {P € R, [z] : Vj € [0,n] \ {i}, P(j) =0}.

1. Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de R, [X], et que pour P € R,[z], on a P € F; si et

seulement si il existe A € R tel que P = A H (x — 7).

0
i

Wl

J
J

2. Montrer que la somme Fy 4+ Fy + --- + F), est directe.

3. En déduire que R, [z] = @ F;.
i=0

1. Soient P € R,[z] et i € [0,n]. Alors :

PeF < Vj#[0,n]\{i}, P()=0
@Li:H(x—j):(a:—O)...(J;—(i—l))(x—(i—l—l))...(x—n)diviseP
i
@HQER[;U],P:QxLid (P)< < ) IANeR, P=)AL;
eg <n et deg(L;)=n

On a ainsi montré que F; = Vect(L;). En particulier, F; est un sous-espace vectoriel de R, [z]. De
plus, (L;) est une famille génératrice de F; formée de 1 vecteur non nul. Elle est donc libre, et forme
une base de F; qui est donc de dimension 1.

Déja vu ?
On reconnait ici la famille des polynémes de Lagrange associés aux entiers 0,1,...,n, a ceci
prés qu’ils n’ont pas été normalisé. Ils vérifient donc ici pour tout i € [0,n] :

Li(j) = 0sij #iet Li(i) #0.

2. Le plus simple est de montrer que la famille (Lo, ..., L,) est libre : ¢ca sera alors une base de Z F;,

i=0
ce qui prouvera que cette somme est directe. Soient pour cela ay,...,a, € R tels que :

OéQLO + -+ OénLn =0. (*)
Montrons que ag = - -+ = ay, = 0. Pour cela, prenons i € [0,n] et x =i dans (). On obtient :

O[()Lo(i) + -+ Oél'_lLi_l(Z.) +Oéi Li(l) —+ Oli+1Li+1(i) —+ -+ OZnLn(Z) = 0
~——

=0 #0 =0
D’ou o; = 0 pour tout i € [0,n], et le fait que la famille (L;) est libre. On peut donc conclure que
n

la somme Z F;; est directe.
i=0

3. La famille (L;) est libre d’apres la question précédente. Elle est de plus de cardinal n + 1 =

dim(R,,[z]). C’est donc une base de R, [x]. D’ou l'égalité R, [z] = @ F;.
i=0
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Exercice 4.20 (k%% - QSP HEC 2013)
Soit E = R3[x] Pespace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égaux & 3. On pose :

F={PeE, P(0O)=P(1)=P(2)=0}, G={P <€ E, P(1)=P(2) = P(3) =0}
et H={P € E, P(z) = P(—x)}.
Montrer que E=F &GP H.

Soit P € E. Alors :
PeF & a(x—1)(x—2) divise P
< 3Q e Rlz], P=z(z —1)(z —2)Q
Or deg(P) < 3, de sorte que deg(Q) < 0, et donc :
PeFs3daceR, P=ax(z—1)(z—2)
Ainsi F' = Vect(z(z — 1)(z — 2)). Comme z(z — 1)(x —2) # 0, (z(x — 1)(x — 2)) est une famille libre et
génératrice de F', et donc une base de F'.

De méme, on montre que G = Vect((z — 1)(z — 2)(x — 3)), et que ((x — 1)(z — 2)(z — 3)) est une base de
G.

Soit enfin P = ax® + bz? + cx + d € Rs[z]. Alors :
PeHeal+bi’+cz+d=—-ar®+b’—cx+desa=c=0

Ainsi H = {b2z® +d, b,d € R} = Vect(z?,1). La famille (X?,1) est génératrice de H, et libre car deux
vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de H.

Pour montrer que E = F &G & H, on va montrer que B = (x(x —1)(z —2), (x—1)(z—2)(x —3),2%,1) est
une base de E. On a déja que Card(#) = 4 = dimRg[z]. Il nous reste donc & montrer que cette famille
est libre. Soit pour cela a,b,c,d € R tels que :

azx(z —1)(z —2) + b(x — 1)(z — 2)(x — 3) + ca® + d = 0.

Une méthode consisterait & tout développer et & identifier les coefficients en 2*. Ici on peut plus simplement
évaluer en z = 0,1,2,3. On obtient :

—6b+d=0 —6b+d=0 b=0
c+d=0 c=0 (3) = (2) c=0
<~ <~
4c+d=0 d=20 4(2) — (3) d=0
6a+9c+d=0 6a+9c+d=0 a=0

Ainsi Z est libre. C’est donc une base de E, et on peut conclure que F=F & G & H.

Exercice 4.21 (k%% % - Formule de Grassmann - &)
Montrer que si F' et G sont de dimension finie, alors ' + G est aussi de dimension finie, et qu’'on a :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Montrons la formule de Grassmann : si F' et G sont de dimension finie, alors F + G est aussi de dimension
finie, et :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

F NG est un espace vectoriel de dimension finie, car sous-espace vectoriel de F' par exemple. On considére
(e1,...,€p) une base de FNG.
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o C’est en particulier une famille libre de vecteurs de F', qu’on compléte en une base (e1, ..., ep, fi,..., fr)
de F'.

o C’est aussi une famille libre de vecteurs de G, qu’on compléte en une base (e1,...,€p,g1,...,9s) de
G.

Montrons que & = (e1,...,€p, f1,--+, frs01,---,9gs) est une base de F + G :
o A est génératrice : soit z € F'+ G, alors il existe z € F' et y € G tels que :
z2=xT+y.
Comme z € F, il existe ay,...,ap,b1,...,b, tels que
r=aje;+---+apep, +bifi +...b.fr.
De méme, y € G, donc il existe c1,...,¢p,d1,...,ds tels que
y=cier + - +cpep +digr +...dsgs.
Et donc :
z=(a1+c)er+-+(apteplep+bifit-+bfr+digi + -+ dsgs.
Donc la famille # est génératrice, et F' + G est bien de dimension finie.
o Montrons que % est libre : soient ai,...,ap,b1,...,b,,c1,...,cs des scalaires. Supposons que :
O=arer+ - +apey +bifi+ - +bfr+ergi+- - +esgs ()

Alors :
aje; + -+ apep +bifi+ -+ b fr == (c191 + - +csgs) -

cF =:9€G

Donc g € FFN G et il existe donc dy, ..., d, tels que :

diey+ -+ dyey =g =191+ + o

Ainsi :

dier + - +dpep —c1g91 — - — ¢s9s = 0
Mais la famille (e1,...,€p,91,-.-.,9s) est une base de G, donc en particulier une famille libre. Il en
résulte que dy = - =dp, =¢1 =--- = ¢, =0, et donc que g = 0. En reprenant I’égalité (x), on en

déduit que :
0=aier +---+apep +brfr+---+0.f;

Or (e1,...,€p, f1,-.., fr) est une base de F, donc en particulier une famille libre. Ainsi a; = ---
ap =b; =---=0by; =0. D’ou finalement le résultat.

On peut donc conclure que 4 est une base de F' + G et que :

dm(F+G)=p+r+s=p+r)+{p+s) — P
—— = ~~

=dim(F) =dim(G) =dim(FNQG)

10



