ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD3
Principes généraux de calculs en probabilité

Calculs de probabilités

Exercice 3.1 (%)

Roger est un joueur de tennis de trés haut niveau, Eric un joueur du dimanche. On vous propose de jouer trois
parties contre les deux, alternativement, et de vous donner un prix si vous gagnez deux parties consécutives.
Avez-vous intérét a jouer Roger, Eric puis Roger, ou Eric, Roger puis Eric ?

Exercice 3.2 (k%)
Soit n € N* un entier naturel non nul. On effectue n lancers indépendants d’une piece pour laquelle la probabilité

d’obtenir pile est p, avec p €]0,1[. On pose ¢ =1—p
1. Quelle est la probabilité d’obtenir le premier face au n-ieme lancer ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile 7

3. Quelle est la probabilité qu’au cours de ces n lancers, face ne soit jamais suivi de pile ?

Indication. On discutera pour cela du rang d’apparition du premier face.

Exercice 3.3 (k%)

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue des tirages successifs d’une
boule dans I'urne selon le protocole suivant : si la boule blanche est tirée, le jeu s’arréte, et si une boule noire
est tirée, la boule tirée est remise dans 'urne et on rajoute dans 'urne, avant le tirage suivant, autant de boules
noires que 1'urne contient de boules.

Soit n € N*. On note A,, I’événement « le n-éme tirage ameéne pour la premiere fois la boule blanche ».

1. Calculer la probabilité de A; et de As.

=
*
2. Montrer que pour tout n € N*, 2— I | ( > .

1
3. Déterminer la nature de la série Z In (1 - k). En déduire hm P(A,).

2 n—+o0
k>1
Exercice 3.4 (%% - Inégalité de Boole - £3) n n
1. Soit (A4, )nen+ une suite d’événements. Montrer que : Vn € N* <U Ak> < Z P(Ayg)
k=1 k=1

+oo —+oo

2. En déduire que, si la série de terme général P(A,,) converge, on a : P (U An> < P(A,).
n=1 n=1

n
1. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, P <U Ak> < Z (Ag).
k=1

n n
Init. Powrn=1, P (U Ak> = P(A;) est bien inférieur ou égal & Z P(A,) = P(A;). La propriété
k=1 k=1

est donc vraie au rang 1.

Hér. Soit n > 1. Supposons la propriété vraie au rang n.
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en utilisant 'égalité P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) avec A= | J Ay et B = A,;1. En

k=1
appliquant 'hypothese de récurrence, on obtient :
n+1 n n+1
P(Ua) =3 ptm st = - ria
k=1 k=1 k=1

D’ot la propriété au rang n + 1.
On conclut par principe de récurrence.
2. Supposons que la série Z P(A,) converge. D’apres la question précédente, on sait que pour tout

n>1
n>1:

(U)o
k=1 k=1

En passant a la limite dans cette inégalité quand n — +oo (tout converge par hypothése et d’apres

le cours) :
+00 n 00
k=1 k=1 k=1

Exercice 3.5 (%% - QSP ESCP 2018)
On lance n > 2 fois une piece équilibrée, et on considere les évenements :

e A : « on obtient au plus une fois pile »,
e B : « les résultats des différents lancers ne sont pas tous identiques ».

Les évenements A et B sont-ils indépendants 7

Notons tout d’abord qu’il est équivalent de montrer que A et B sont indépendants ou de montrer que A
et B le sont (voir cours). C’est pratique ici car B est beaucoup plus simple & exprimer que B. En effet,
remarquons que :

B : « les résultats des différents lancers sont tous identiques »,
soit en d’autres termes :

B : « on ne fait que des piles ou que des faces ».
On va donc étudier si P(AN B) = P(A)P(B).

Si on note P; ’événement « faire pile au i-eme lancer », alors :

B=(PnN---NP)U(Pn---NPk,).
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Cette union étant disjointe, on obtient :

PB)=P(PLN---NP,)+PPiN---NP,)

= P(P)---P(P,)+ P(Py)--- P(P,) par indépendance
1 1 1

“ o0 Ton T g

D’autre part :
A:(Pm-~-mPn)u<UPm~--mR-mPZ-mPiHm---mPn)
[ —— e

que des faces

un pile exactement

Les évenements étant incompatibles, on obtient :

P(A)=P(Pin---NP)+Y P(PiN---NB_1NPNPyiN---NP,)

i=1

:P(?l)'"P(ﬁn)+ZP(?1)'"P(Pifl)P(Pi)P(PiJrl)"'P(P7n) par indép.
=1

1 "1 n+1l n+l

*27+;27’ o on

Enfin, AN B est réalisé si, et seulement si, on ne fait que des faces (« au plus une fois pile » et « que des
piles ou que des faces ») de sorte que :

1
P(ANnB)=P(PLN---NP,) = on bar indépendance.

Finalement, A et B sont indépendants si, et seulement si :

_ — 1 n+1
P(AnB)=P(A)P(B) & on = 92n=1

sl =n 41,

Or ceci n’est vrai que pour n = 3, puisqu’on montre facilement par récurrence que pour n > 4, 2" =1 > n+1.

On peut donc conclure que A et B sont indépendants si, et seulement si, n = 3, et il en est donc de méme
des éveénements A et B.

Exercice 3.6 (k&% - QSP ESCP 2017)

Soit n un entier supérieur ou égal & 1, et E = [1,n] I'ensemble des entiers compris entre 1 et n.

On choisit au hasard deux parties A et B de E, toutes les parties, y compris la partie vide, ayant la méme
probabilité d’étre choisie.

Calculer la probabilité de I’événement [A N B = ()]

Exercice 3.7 (%% %% - Oral ESCP 2015)

Soit N € N*. Une urne contient N boules numérotées de 1 & N et on extrait ces N boules une & une et sans
remise. Pour i € [1, N], le numéro i est dit bien placé si ce numéro apparait lors du i-éme tirage. On considére
les évenements :

e B;: « le numéro ¢ est bien placé ».
) ) , . .
e Enp : « au cours de 'expérience, exactement k£ numéros sont bien placés ».
L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, o7, P).
1. Les événements B; et By sont-ils indépendants 7

2. Pour1<j<Netl<ip <ipg<---<i; <N, calculer la probabilité de I'événement :

Ail,ig,..‘,ij = « les numéros i1, i2,...,%; sont bien placés ».
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N
On admet que P(Eno)=1-— Z Z P(Ai,iy,....i;)-

Jj=1 1<i1 <9<+ <i;<n

N
3. En déduire que : P(Enyg) = Z

|
P

1
= HP(EN%,O)'

5. Pour k fixé, montrer que la suite (P(En))N>0 est convergente. On note py sa limite. Montrer que la
suite (pg)ren définit une probabilité sur N, et reconnaitre la loi correspondante.

(-1
jl

4. Montrer la relation : P(Ey )

6. Pour n € N, on pose : S,, = Z
=0

. Montrer que pour tout p € N :

1
Sopt1 < Soppz < - < Sopya < Sgp.

En déduire, pour tout n € {0,..., N}, que :

~ (&
PEN;)—pi| < —7——.
Z' ( N’J) pj|_(N+17n)'

1. On peut déja affirmer qu’ils ne le sont pas, on s’en rend bien compte lorsque N = 2 (la réalisation
de B; impliquant celle de By). Montrons le rigoureusement en revenant a la définition d’événements
indépendants.

Notons tout d’abord que ’ensemble des issues possibles de cette expérience est I’ensemble des per-
mutations de [1, N] (c’est-a-dire des bijections de [1, N] dans lui-méme) qui est de cardinal N!, et
que toutes ces issues ont la méme probabilité de se réaliser. On est donc dans un cas équiprobabilité.
Pour Bj, les cas favorables correspondent aux tirages pour lesquels on a obtenu la boule 1 au tirage
1, puis les autres boules dans n’importe quel ordre, c’est-a-dire une permutation fixant 1, et permu-
tant sans restriction Pensemble [2, N[ : il y en a (N —1)! donc (N — 1 éléments sont permutés). On
peut donc conclure que :

(N =1)! 1
PB)=—+%+=—.
(B1) i N
1
Le méme dénombrement permet d’obtenir P(Bs) = —. D’autre part, I’événement B; N By corre-

spond aux tirages ot ’on obtient la boule 1 au tirage 1 et la boule 2 au tirage 2. Les cas favorables
correspondent donc aux permutations fixant 1 et 2, et permutant sans restriction [3, N]. Elles sont
donc en nombre de (N — 2)!. Ainsi :

(N-2)! 1
N N(N-1)

P(By N By) =

Comme P(B; N By) # P(B1)P(Bs), les événements B; et Bs ne sont pas indépendants.

2. On fait le méme raisonnement que précédemment. L’évenement A;, ;, . i, est réalisé pour toute
permutation de [1, N] fixant 41, ...,4;, et donc permutant les éléments [1, N\ {i1,...,43;}. Iy a
donc (N — j)! permutations de la sortes, de sorte que :

(v —5)!
NI

P(Ailai%“-:ij) =
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3. On obtient en substituant dans la formule admise que :

N N
R . e
k=1 1<i1 <ia < <ip <N k=1 :

o (N (N = k) a 1

-1 () -1 N

1 k=1

/-\?r
Il
._.

N
>
k=0

4. On est toujours dans le cas équiprobable. Dénombrons le nombre de cas favorables : pour cela,
fixons les £ numéros bien placés. On a (Z) facons de le faire. Puis il reste a compter le nombre de
permutations des (n — k) nombres restant sans point fixe cette fois. Mais ce nombre est exactement
le cardinal de En—_j, 0. Ainsi on a :

Card(ENyk) = <]Z> Card(EN,k’O).

On obtient donc (cas équiprobable) :

Card(EN k) N (N— k‘)!P(EN_k 0)
P(Eny) = —— k) 0 _ Lpg
(Env) N! k N! pRACAE)
5. En reconnaissant une série exponentielle, lim P(Eyy) = lim 1 =pi. On
N—+o00 N—+oc0

reconnait ici la suite (pg) des probabilités d’une loi de Poisson de parameétre 1.

(=1
|

. On reconnait ici une série « alternée ».

6. Notons (S,,)

On montre alors (voir Complément de cours 1. Autour des séries alternées) que (& faire) :
o (Son41) est croissante et (Sa,) est décroissante ;
o Sont1 — Sap — 0.

Donc les suites (San4+1) et (S2,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite. Et

cette limite commune est la somme de la série S = —. De plus :
e

1
Vp € N, 52p+1 < 52p+3 <S=- 52p+2 < Szp

Q]

Notons R,, le reste de la série entiere de e~ !. On obtient :

e sin = 2p est pair,

W = Sopt1 — S2p <5 — Sz < 0 ce qui donne :
1
Ry | < ———.
i 2p + 1 est impair, 0 < S — Sg,.q < S IS 1  d
e sin= est impair - - = ——— ce qui donne :
P p ) = 2p+1 = O2p42 2p+1 (2p+2)' q
1
R < .
| 2p+1‘ = (2p+2)|

Ainsi, |R,| < pour tout n € N.

1
(n+ 1!
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Par I’inégalité établie, on obtient :

IP(Ew) =il = 5lSw-s = 8 = 51 Rn—s| € ey
On en déduit en sommant que :
" - 1 "1
;|P(EN’j)_pj|_JZOJ(N—j+1) = —n+1 z::of Tﬂ)

Formules de probilités totales et de Bayes

Exercice 3.8 (%)
On dispose de trois urnes contenant des boules blanches et noires : %4 contient 2 boules blanches et 3 noires,
%> contient 4 blanches et 2 noires, %3 contient 6 blanches et 1 noire.

1. On choisit une urne au hasard et on tire une boule.

(a) Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ?

(b) On tire une boule blanche. Quelle est la probabilité que le tirage se soit effectué dans 'urne %4 ?
2. On effectue a présent trois tirages successifs selon le protocole suivant :

e on tire une boule dans %4, on note la couleur, on remet la boule dans %5,
e on tire une boule dans %, on note la couleur, on remet la boule dans %3,

¢ on tire une boule dans %4 et on note la couleur.

Déterminer la probabilité que les trois boules tirées soient de la méme couleur.

Exercice 3.9 (%)
On dispose de n sacs numérotés de 1 a n. Chaque sac contient n + 1 jetons. Dans le k-iéme sac se trouvent k
jetons gagnants, les autres étant perdants. Un joueur choisi au hasard un sac et y pioche un jeton.

1. Quelle est la probabilité que le jeton soit gagnant ?

2. Pour k € [1,n], sachant que le jeton tiré est gagnant, quelle est la probabilité que le tirage ait eu lieu
dans le sac numéro k 7

Exercice 3.10 (% %)
1. Jacques propose a Jules le jeu suivant : tirer 5 cartes parmi 52. Si l’as de trefle est dans ces 5 cartes, Jules
gagne. Quelle est la probabilité que Jules gagne 7

2. Jacques décide de tricher et retire k cartes au hasard, avec 1 < k < 46. Quelle est la probabilité que Jules
gagne 7

3. Jules perd. Quelle est la probabilité que Jacques ait enlevé I'as de trefle 7

Exercice 3.11 (% %)

On dispose d’'une piéce équilibrée et d’une urne contenant une boule blanche. On suppose que l'on dispose
également d’un stock infini de boules noires.

On lance la piéce jusqu’a obtenir Face. Pour tout n > 1, on note F),, I’évéenement « On obtient Face pour la
premiere fois au n-eme lancé ».

S’il a fallu n lancers pour obtenir Face (n € N*), on rajoute n! — 1 boules noires dans 'urne.

On tire alors une boule dans cette urne.

1. Montrer que la famille d’événements (F,,),en+ est un systéme presque complet d’événements.

2. Déterminer la probabilité d’obtenir la boule blanche.
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3. On obtient une boule noire. Quelle est la probabilité d’avoir fait 10 lancers de la piece ?

Exercice 3.12 (%%)

Une puce se déplace aléatoirement dans I’ensemble des sommets d'un triangle ABC de la fagon suivante : si
a linstant n elle est sur 'un quelconque des trois sommets, alors a l'instant n + 1, soit elle y reste avec une
probabilité de 2/3, soit elle saute sur 'un des deux autres sommets, et ceci avec la méme probabilité pour
chacun de ces deux sommets. Initialement (c’est-a-dire & 'instant 0), la puce se trouve en A.

On définit, pour tout n de N les événements A,, (resp. By, Cp,) « la puce se trouve en A (resp. en B, en C) &
linstant n », et les probabilités a,, = P(A,,), b, = P(B,) et ¢, = P(C,).

1. Exprimer, pour tout n € N, an41, bnt+1 et cn41 en fonction de a,, b, et ¢,. En déduire une matrice

Gp41 Qp
M € M3(R) telle que | bpy1 | =M | b,
Cn+1 Cn
1 1 1
2. Montrer que 6M —3Is= |1 1 1]. En déduire M™ pour tout n € N.
1 11

3. En déduire une expression de a,, b, et ¢, en fonction de n.

1. Fixons n € N. On applique la formule des probabilités totales sur la probabilité a,11 = P(A,41),
avec pour systéme complet d’évenements (A, By, Cyr). On recommence de méme avec by, 1 et ¢py1.
1 1 1
2. On utilise la formule du binéme de Newton sur M = %(3[3 +J)ouJ= |1 1 1]. On notera
1 11
pour cela que J° = I3 et que pour tout k > 1, J¥ = 3+~1J.
Gnp ago
3. Reste a remarquer que | b, | = A™ | by | par récurrence, et a noter que ag = 1, by = ¢g = 0. On
Cn Co
obtient a,, b,, ¢, apres calculs.

Exercice 3.13 (% %)

On lance deux piéces truquées : la piece 1 donne pile avec une probabilité p; et la piece 2 donne pile avec une
probabilité ps. On effectue les lancers de la fagon suivante : on choisit une piece uniformément au hasard et on
lance la piece choisie. Si on obtient pile, on relance la méme piéce et ainsi de suite jusqu’a ce que 1’on obtienne
face. A ce moment, on change de piece. Plus généralement, dés que 1'on obtient face, on change de piece. On
suppose que p; et py sont dans ]0, 1.

1. Notons z,, la probabilité de lancer la piece 1 au n-ieme lancer. Trouver une relation de récurrence satisfaite
par (z,). En déduire (x,) en fonction de n.

2. Quelle est la probabilité, notée r,, d’obtenir pile au n-iéme lancer ?

3. Calculer L = lim 7,.
n—-+4o0o

4. Dans cette question on suppose p1 = 1/3 et p; = 1/6. Ecrire en langage Python I’expression d’une fonction
permettant de calculer la valeur d’un rang ng a partir duquel :

|rn — L| < 107°.

1. Notons X, I’événement « lancer la piece 1 au n-éme lancer », de sorte que z,, = P(X,,). Soit n € N*.
Par la formule des probabilités totales :

P(X,41) = P(X;, N Xpp1) + P(X, 0 X 41) = P(X,) Px,, (Xng1) + P(Xo) Px(Xnta)-

Or Px, (X,+1) correspond & la probabilité de faire pile avec la piece 1 au n-éme lancer : en effet,
sachant qu’on lance la piece 1 au n-eme lancer, on lance la piece 1 de nouveau au n+ 1-eme lancer si,
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et seulement si, le n-éme lancer a donné un pile. De méme, P5—(X,, ;1) correspond a la probabilité
de faire face au n-éme lancer avec la piece 2. On obtient donc :

Tpy1 = P1Ty + (1 = p2)(1 —2) = (p1 +p2 — D)z + 1 — pa. ()
Il s’agit ici une suite arithmético-géométrique. On en cherche le point fixe ¢ :

= (p1+p2—1){+1—py (#%).

1—p2
2—p1—p2

On obtient (2 — p; — p2)f = 1 — po, soit encore £ =
p1+p2<2et2—p; —pF#0).

(en notant que p; < 1 et p < 1, donc

En effectuant (x) — (*x), on obtient que pour tout n € N* :
Tn1 — L= (p1+p2 — 1)(@n — 0).

En notant y,, = 2, — £ pour tout n € N, on en déduit que (y,) est une suite géométrique de raison
(p1 +p2 — 1), de sorte que :

VneN, y, = (pr1+p—1)""'y1 =VneN, z, = (p1+p2—1)"_1(x1—€)+€ = (p1+p2—1)”_1(1/2—€)—|—€.

2. Notons R,, I’événement « obtenir pile au n-éme lancer ». Pour avoir r,, = P(R,,), il faudrait connaitre
quelle piece on lance au n-eme lancer. On est donc amené a appliquer de nouveau la FPT avec le

SCE (X, Xy) :
ro = P(Ry) = P(X, N Ry) + P(X, N Ry) = P(X,)Px, (Ry) + P(X) P(Ry)

:mnxpl+(1_xn)xp2

qu’on pourrait exprimer plus explicitement en substituant & x, I’expression obtenue a la question
précédente.

3. Tout d’abord, remarquons que p1,p2 €]0, 1] de sorte que p; +pa — 1 €] — 1, 1[. Ainsi :

lim =z, = ngl}rloo(pl +pp— D)y -0+ L =1

n—-+4oo

On en déduit que :

L= lim P(R,)= lim x,xp1+ (1 —2z,) xpa=€xp1+(1—1¥) X ps.

n—-+oo n—-+oo

En substituant par la valeur de ¢ obtenue a la premiere question, on obtient :

p1(1—p2) + (1 —p1)p2
2—p1—p2

L =

4. On cherche le premier rang a partir duquel une certaine condition est satisfaite. Cela doit vous
faire envisager une boucle while. On procéde comme suit (en notant bien qu’on nous demande une
fonction (et pas un programme !) ne prenant rien en entrée visiblement, et renvoyant le rang ng).

1 [import numpy as np

3 [def rang():

4 pl =1/3 ; p2 = 1/6 ;

5 L = (p1*(1-p2)+p2*(1-p1))/(2-p1-p2)
6 n=1

7 X=1/2

8 r = xxpl+(1-x)*p2

9 while np.abs(r-L)> 107(-6):

10 n = n+l

1 x = (pl+p2-1)*x+(1-p2)

12 r = x*pl+(1-x)*p2

13 return n
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Exercice 3.14 (k%% - QSP HEC 2013)

On lance une piece de monnaie équilibrée n fois de suite de maniére indépendante et on s’intéresse a I’événement
FE, : « au cours des n lancers, deux Pile successifs n’apparaissent pas ». On note pour tout n € N*, P, la
probabilité de F,.

Trouver une relation entre P,, P,_1 et P,_o, et montrer que lim P, =0.
n—-+oo

Soit n > 2. On va noter F; I’événement « obtenir face au i-éme lancer. Avec (Fy, F;) pour systéme
complet d’évenements, on obtient par la formule des probabilités totales :

P(E,)=P(FyNE,) +P(FiNE,).

Mais si Fy N E,, est réalisé, cela signifie que le premier lancer donne pile, et qu’au cours des n premiers
lancers, deux Pile successifs n’apparaissent pas. Donc le deuxieme lancer donne nécessairement Face.
Ainsi :

FINE,=F NFNE,.

On obtient donc

P(E,) = P(Fi N E,) + P(F1 N Fy N E,) = P(F1)Pp, (E,) + P(FL N Fa) Py (En).

Reste a interpréter les probabilités conditionnelles intervenant ici :

e Pr, (E,) est la probabilité qu’au cours des n lancers, deux Pile successifs n’apparaissent pas, sachant
qu’on a obtenu face au premier lancer. Il s’agit donc de la probabilité qu’au cours des lancers 2 a n,
deux Pile successifs n’apparaissent pas. C’est donc précisément la probabilité de ne pas avoir deux
Pile successifs lors de n — 1 lancers, soit P(E,_1).

s Prp, (E,) est la probabilité qu’au cours des n lancers, deux Pile successifs n’apparaissent pas,
sachant qu’on a obtenu Pile puis Face au deux premiers lancers. Il s’agit donc de la probabilité
qu’au cours des lancers 3 a n, deux Pile successifs n’apparaissent pas, soit encore la probabilité de
ne pas avoir deux Pile successifs lors de n — 2 lancers : c’est donc P(E,_s).

Ainsi, pour tout n > 2 :

1 1
P,=-P, 1+ -P, .
gin-1+ [fn—2

Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, dont I’équation caractéristique

est :
1 1 1/24++/5/4 1+
- =0 = xp= / 5 / = 4\/5

2 4
Par le cours, il existe A, B des constantes telles que :

VYneN, P,=A(xy)"+ Bz_)".

Comme enfin |z4| < 1, on en déduit en passant a la limite que lir_{l P, =0.
n—-+oo

Exercice 3.15 (%% % - QSP HEC 2009)

Un enfant a dans chacune de ses deux poches de son blouson, un paquet contenant N bonbons. A chaque fois
qu’il veut manger un bonbon, il choisit, de maniére indépendante et avec une probabilité p, sa poche de gauche
pour en prendre un.

1. Lorsqu’il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu’il a choisie, quelle est la probabilité pour qu’il en
reste k dans I’autre poche ?

2. Quelle est la probabilité pour qu’il n’y ait pas de bonbon dans les deux poches simultanément 7

N
2N — k

3. Calculer E ok .
Pt ( N )
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1. On cherche la probabilité de 1’événement Ay : « il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu’il
a choisie et il en reste k£ dans 'autre poche ». Cet événement se réalise si, et seulement si, I’enfant
effectue N + 1 tirages dans I'une des poches, dont le dernier tirage ot il ne trouve plus de bonbons,
et N — k tirages dans l'autre poche. Deux cas sont alors possibles :

« la poche vide est celle de gauche : Notons G cet événement. Dans ce cas, le dernier tirage a été
fait dans la poche de gauche. Et auparavant, N tirages ont été fait dans la poche de gauche,
et N — k dans la poche de droite. Les tirages étant indépendants, on obtient :

)pN(l —p)NE.

2N — k premiers tirages

P(A,NG) = 2

dernier tirage

2N —k
N

e la poche vide est celle de droite : dans ce cas, le dernier tirage a été fait dans la poche de
droite. Et auparavant, N tirages ont été fait dans la poche de droite, et N — k dans la poche
de gauche. On obtient alors :

P(AxNG)=(1-p) (2NN_ k)pN"“(l -p)V.

Par la formule des probabilités totales :

Pl = PG + P @) =p( - - ()

2. Cela correspond au cas k =0 :

P(Ag) = p<2]]\>7>pN(1 —p)V+(1-p) (QJJ\X)pN(l -p)¥ = <2Z<,v)pN(1 -p)".

1
3. On prend p = 3 Dans ce cas, on obtient pour tout k € [0, N],

=" 6T OVI6)T -CVI6)

D'ou :

Exercice 3.16 (%% %% - Oral HEC)

On s’intéresse a la survie d’une espece pour laquelle un individu admet 3 descendants avec la probabilité %, 2
descendant avec la probabilité %, 1 descendant avec la probabilité % et aucun descendant avec la probabilité %,
indépendamment de ses congéneres.

A Tinstant initial, on suppose que la population est composée d'un seul individu. Par conséquent, ’espéce
1

s’éteindra au bout de la premiere génération avec une probabilité de z; = 5.

1. Déterminer la probabilité x5 qu’il n’y ait aucun individu a la deuxieme génération.

2. On note, pour tout n € N*, z,, la probabilité pour qu’il n’y ait aucun individu a la n-iéeme génération.

Montrer que:
1 3 3 1
v N*, py1 = -2 + 22 + Zap + =
n e, Tpy 8£En an Sx 3

3. Etudier la suite (z,,) et montrer qu'elle converge vers —2 + /5. Interpréter ce résultat.
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