ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD2
Sommes et séries

Calcul de sommes et de produits

Exercice 2.1 (%)
Soit n un entier naturel. Calculer :

n 2n

a) Y (2" +4k+n-3); o S (=1)kk ; o []

. . f) En: <2n
k
v D (k+ 1) @) [Jekn St 1— k.
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Sommes doubles

Exercice 2.2 (%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

a) Z (i+ )% ; c) Z z avecz € R ; e) Z %,

0<i,j<n 0<i,j<n 1<j<i<n
347 .
. d) E — {
b) ij ; 5it+j f) - .
1<i<n J + 1
0<i<j<n 1<j<p 0<i<j<n

Exercice 2.3 (%) non_
Soit n un entier naturel. On considére la somme double S,, = Z Z 27.
k=0 j=Fk

1. Calculer de deux manieres différentes la somme double S,,. En déduire que Z k281 = (n —1)2" + 1.
k=1
n 1+1
2. Déterminer alors la valeur de la somme double T,, = Z Z k2k—1,
i=1 k=1

Séries
Exercice 2.4 (%)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

1 V2 () |95 ()

2) Z n(n+1)

n>1

n>2

Exercice 2.5 (%)
Déterminer si les séries suivantes convergent, et le cas échéant, calculer leur somme :

32n+1 B —1)" 3n _1)
> St > C Sonpr pPladt

n>0 n>1 n>1 ’ n>1 n>2

Exercice 2.6 (%)
Déterminer la nature des séries suivantes :
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Exercice 2.7 (%) 1\"
Soit a € R. Pour tout n € N*, on pose u,, = (1 + )
na

1. Déterminer suivant la valeur du parameétre « la limite de la suite (uy,).

2. Déterminer suivant la valeur du parametre « la nature de la série Z(un —1).

Exercice 2.8 (%)
Etudier la nature de la série > u,, dans les cas suivants :

a) . — sinn _ (=D)™*(n+2)
) n n2 b) Up = W

c) Uy =

(14+n)sinn

o d) w, = cos(n) (1—cosi>

Exercice 2.9 (%% - Développement en série entiére du cosinus)ﬂ_
1. Montrer que pour tout k¥ € N et tout = € R, cos'®) () = cos (sc + k§)

E est i .
2. En déduire que cos®)(0) = 0 S? esb Hbatr .
(=P  si k= 2p est pair

n n+1
3. Montrer que pour tout € R et tout n € N : cos(z) — Z cos(k)(O)x— < x .
= (n+1)!
_1)kx2k +oo (_1)%%
4. En déduire que pour tout x € R, zk: 7(2@! est convergente et que ;0 7(2]@)! = cos(x).

Exercice 2.10 (k%% - QSP HEC 2014)
Pour tout entier n > 1, on pose : u, =Ilnn+aln(n+ 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 2.11 (Gkkx %% - QSP HEC 2021)
Soit a un réel strictement positif.

1. Etudier la nature de la série Z (arctan(n + a) — arctan(n)).
n>0

2. Proposer un programme Python permettant de donner une valeur approchée de sa somme a 0.001 pres
lorsque a = % On rappelle pour cela que atan(x) renvoie la valeur de arctan(z).

Exercice 2.12 (%% %% - Oral HEC 2021) n
1. Soit z un réel. Montrer que la série Z

converge. On note f(x) sa somme.
n>0( nl)?
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2. Soient = et y deux réels positifs. Notons z = max(x,y). Montrer que : lf(x) — fly)] < e?lx —yl.

En déduire que f est continue sur [0, 4o00].

3. Montrer que pour tout > 0, on a f(z) > 1 et que f(z) —1 ~ =x.

z—0

roodt
4. Posons pour tout z > 0, g(z) = / —_—
1 S

Ok Montrer que g est bien définie sur ]0,+oo[, puis que
9(z) ~ In(z).
x—0

Exercice 2.13 (%% %% - Oral HEC 2013)

Pour tout n € N*, on pose : u, = —
n

1. Déterminer ’ensemble des réels x pour lesquels la série E un () est absolument convergente.
n>1

T
2. (a) Soit « € [-1,1[. Calculer pour tout k € N*, / th=1dt, et en déduire que si n € N*, on a :

0
n T m
Zuk(x) =—In(l—-2z) - / dt.
— o 1—1
x
(b) Montrer que si x € [-1,1[,ona: lim =0.
n—+oo Jq —
+oo
(¢) En déduire que pour tout = € [—1,1] Z un () est convergente et donner la valeur de Z Up ().
n>1 n=1
. 1 X1
3. (a) Etablir la convergence de la série Z FOR et calculer Z FORREE
n>2 n=2
+o0 e
b) Montrer que pour tout = € [—1, 1], la série est convergente et calculer sa somme —_
21"
n>2 2 VT
+oo n
(¢) L’application f de [—1,1] dans R qui & z associe f(z) = Z T est-elle continue ?
n=2

Autour de la série harmonique

Exercice 2.14 (%% - Etude de la série harmonique - £7)
On s’intéresse au probléme suivant :

On suppose avoir une infinité de kaplas (petits pavés en bois de 12 cm de long et de 8mm d’épaisseur) a
notre disposition. En partant d’une tour bien droite, et en poussant intelligemment les kaplas, jusqu’ou
peut-on faire pencher cette pile avant qu’elle ne tombe 7
La réponse a ce probléeme est a découvrir dans cette vidéo. On cherche ici a retrouver les résultats qui y sont
n
1
exposés. Considérons pour cela la série harmonique H,, = Z =
k=1
1. Divergence de la série harmonique.

. En déduire que la série harmonique diverge.

| =

Montrer que pour tout n € N*, Hy, — H,, >

2. Equivalent de H, lorsque n — +co par comparaison série/intégrale.

"1 1
(b) En déduire que pour tout n € N*, ona: H,—1< / n dt < H, — —
1

(¢) Donner un équivalent de H,, lorsque n — +o0.


https://www.lebesgue.fr/video/5min/tapie-viola
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3. Recherche d’un développement asymptotique de H,,.
Posons 7, = H, — In(n) pour tout n € N*.

1
(a) Montrer que V41 — Yn ~ o T En déduire que la série de terme général (y,4+1 —vn) converge.
n— o0 n

(b) Conclure que (7,,) converge vers un réel v € R. Le réel 7 est appelé la constante d’Euler (y ~ 0,577).

1
(¢) En déduire que : ; 7= Inn+ v+ o(1).
4. Programmation.

(a) Ecrire & l'aide de Python une fonction d’en-téte def kaplas(n) qui & n le nombre de kaplas
disposition, renvoie le réel p égal au maximum de 'inclinaison de la pile de n kaplas.

(b) Vérifier le résultat pour une tour de kaplas haute comme la tour Eiffel (324 m) ? Et pour une tour
de kaplas de votre taille ?

Exercice 2.15 (%% - Série harmonique alternée - @D)
(_1)7171

n

Considérons la série harmonique alternée E . On note (S, )nen la suite de ses sommes partielles.

n>1
1. Etude de la convergence.

(a) La série harmonique alternée est-elle absolument convergente ?

(b) Montrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes, puis en déduire qu’elles convergent
vers une méme limite notée S.

. . . oo (_l)nfl
(¢) En déduire que la série harmonique alternée converge et que l'on a .S = Z
n=1
. (_l)n—l
Remarque. La série Z W
fréquente dans les sujets de concours (EDHEC 2008, EML 2016, ECRICOME 2016), et repose, comme
pour la série harmonique alternée, sur I’étude des suites extraites (Say,) et (Sap41). Pour plus de détails :

est un exemple de séries dites alternées. L’étude de ces séries est

5" Complément de cours 1. Autour des séries alternées.

= (D!
2. Calcul de Z -
n
n=1

(a) Montrer que pour tout n € N*, Sy, = Ha,, — H,.

1<s 1 X (—1)n!
(b) En déduire que So,, = - E 7> et déterminer la valeur de g -t
k=1 n n=1

(¢) Retrouver ce résultat en utilisant le développement asymptotique de la série harmonique.

Séries doubles

Exercice 2.16 (% %)
La famille (u; ;) est-elle sommable ? Le cas échéant, préciser sa somme.

Aiti 1 i+j—1
o )= (3r) O w)=(5) o wa)= (525
! i3t /i =0 ’ V) izg22 ’ 27972 ) is1,520

b) (wig) = <(_1!)iji>¢,jzo | D ) = ((im-:-y;)!>i,j20 | ) () = (W)izuzo.

Exercice 2.17 (k%) 400 400 p +00 400 1
Justifier ’existence et déterminer la valeur de nz:%pz:; (2) et de ,;,;L m




