ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD2
Sommes et séries

Calcul de sommes et de produits

Exercice 2.1 (%)
Soit n un entier naturel. Calculer :

n 2n

a) Y (2" +4k+n-3); o S (=1)kk ; o []

. . f) En: <2n
k
v D (k+ 1) @) [Jekn St 1— k.

k=0 k=1

2k +3
2% —1°

4+

1 .
, on posera i =

Sommes doubles

Exercice 2.2 (%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

a) Z (i+ )% ; c) Z z avecz € R ; e) Z %,

0<i,j<n 0<i,j<n 1<j<i<n
347 .
. d) E — {
b) ij ; 5it+j f) - .
1<i<n J + 1
0<i<j<n 1<j<p 0<i<j<n

Exercice 2.3 (%) non_
Soit n un entier naturel. On considére la somme double S,, = Z Z 27.
k=0 j=Fk

1. Calculer de deux manieres différentes la somme double S,,. En déduire que Z k281 = (n —1)2" + 1.
k=1
n 1+1
2. Déterminer alors la valeur de la somme double T,, = Z Z k2k—1,
i=1 k=1

Séries
Exercice 2.4 (%)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

1 V2 () |95 ()

2) Z n(n+1)

n>1

n>2

Exercice 2.5 (%)
Déterminer si les séries suivantes convergent, et le cas échéant, calculer leur somme :

32n+1 B —1)" 3n _1)
> St > C Sonpr pPladt

n>0 n>1 n>1 ’ n>1 n>2

Exercice 2.6 (%)
Déterminer la nature des séries suivantes :
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DY 4 Sonxsin g &) Z(lnfzn)f ) ¥ (7= 7
b) Zﬁ o) Z%ln (1_2) ) Zm k) >0 (1—cos (£)) (myro
0¥ (- (L)) | gy ) 3o )y (e (3) - 525)
B R v (1 1)

1. Déterminer suivant la valeur du parameétre « la limite de la suite (uy,).

2. Déterminer suivant la valeur du parametre « la nature de la série Z(un —1).

, 1
1. Ecrivons u, = exp (nln (1+-%)). Sia <0, lim nln <1 + ) = +00. Supposons a > 0. Dans
na

n—-+o0o

1
cecas, — — O et :
na

400 sia <1,
1 n 1 .
nln|{l+— ) ~—= — 1 sia=1,
ne n® nol notoo
0sia>1.

En passant a I’exponentielle qui est continue, on en déduit que :

+oo  sia <,
Up —> e sia=1,

n——4oo
1 sia>1.

2. Par la question précédente, cette série diverge grossierement si a < 1. Supposons o > 1, et écrivons

1
un—lzexp<nln<1+a>>—l
n

de la forme e*" — 1 avec a,, = nln (1 + n%) — 0. D’ot, par les équivalents usuels :

1 1
unfln%fjroonln <1+na> o T

1
nocfl

Or

1 - . . . .
> 0 pour tout n, et E est une série de Riemann qui converge si, et seulement si,

nozfl —

a—1 > 1, soit si, et seulement si, &« > 2. Par théoréme de comparaison, la série Z(un —1) converge

si, et seulement si, a > 2.

Exercice 2.8 (%)
Etudier la nature de la série > w,, dans les cas suivants :

sinn (=1)™"(n+2) (14+n)sinn

) = S0 ) = GO, - (L d)unzcos(n)(l—cosD

Exercice 2.9 (%% - Développement en série entiére du cosinus)ﬂ_
1. Montrer que pour tout k¥ € N et tout = € R, cos'®) () = cos (:c + k‘§)
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L ost .
2. En déduire que cos® (0) = 0 ST o5t tbatt .
(=1)?  si k = 2p est pair

n k n+1
x T
3. Mont tout z € R et tout n € N : > s (0) 75| <€ .
ontrer que pour tout z et tout n cos(x) k_ocos ( )k‘! S F
“1)kp2k +oo _ 1)k g2k
4. En déduire que pour tout = € R, Ek ((2)k)a;r est convergente et que ,;,0 ((Q)k; = cos(x).

1. Montrons par récurrence que pour tout k € N et tout « € R, cos(k)(:c) = cos (x + kg)

Init. Pour k = 0, cos(®)(z) = cos(x) = cos (33 + Og), donc la propriété est vraie au rang 0.

Hér. Soit k € N, et supposons la propriété au rang k. Par hypothese de récurrence :
Ve e R, cos®(z) = cos (x + kg) .
Dérivons (tout est bien dérivable sur R) :

cos® ) () = —sin (.Z‘ + k%) = cos ((a: + kg) + g) = cos (x + (k+ 1)%)

car —sin(f) = cos(f + 7) (on s’en convaincra si nécessaire en tragant un cercle trigonométrique
D.
D’ou la propriété au rang k + 1.
Concl. Par principe de récurrence, on conclut que pour tout k& € N et tout z € R, cos(k)(:c) =
T
cos (T + kf).
(r 055

2. Pour tout k € N, on en déduit :

0 k- est impai
cos®) (0) = cos (kz) = ot e_s tmpalr,
2 (—1)P  si k = 2p est pair.

La aussi, si la derniére égalité n’est pas claire, on pourra s’en convaincre en tracant un cercle
trigonométrique et en regardant pour £ =0,1,2, 3.

3. Soit n € N. On applique alors I'inégalité de Taylor Lagrange entre 0 et © € R a cos qui est de classe
€ sur R. On a |cos" V) (z)| = | cos (m +(n+ 1)%) | < 1. Ainsi, pour tout x € R :

wnJrl
< —F.
~ (n+1)!

n k
- *) ()L
cos(z) ];) cos'™(0) i

4. D’apres les calculs précédents, il suit que pour tout z € Ret n € N :

2n k 2n41
_ By <« 2
cos(x) kZ_OCOS (0) 1 < CEE
soit encore :
n 2 22+l
N ) i e
cos(z) ;( V57| = @
2n+1
Puisque pour tout x € R, lim ———— = 0, il suit par théoreme d’encadrement que la série de
n—+oo (2n + 1)!
~1 k,.2k +o0o 1 k 2k
terme général Xk: ((2)1:)1'7 est convergente et que ;O ((Z)k)f = cos(x).
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Exercice 2.10 (k%% - QSP HEC 2014)
Pour tout entier n > 1, on pose : u, =Inn+aln(n+ 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

1. Pour étudier la nature de la série Z Uy, on va chercher un équivalent de u,, lorsque n — +o00. Le
terme général u,, s’exprimant a 1’aide de sommes (incompatibles avec les équivalents), on passe par
un développement limité. Rappelons que :

u2
In(14+u) = u— — +o(u?).

u—0 2

Calculons :

)
(1+a+b)ln(n)+aln<1+71l>+bln<

a—|—2b_a—|—4b
n 2n2

:(1—|—a+b)ln(n)—|—a<;_2;2+o<nlz)
=(1+a+b)In(n)+ (

Plusieurs cas sont a considérer.

o Sil4+a+b#0,alors u, ~ (1+a+b)ln(n) et la série diverge grossiérement.

e Sil+a+b=0et a+2b+#0, alors :

a+2b
> Up ~ n 5

> %ZOpourtouthl;

1. - .
> E — diverge (série harmonique).
n
Par théoréme de comparaison, la série Y u,, diverge.

e Sil+a+b=0eta+2b=0,danscecasa=—2etb=1, et :
2 1 1
> “n:*ﬁﬂw(ﬁ) N
> #ZOpourtouthl;
1
> — converge (série de Riemann d’exposant 2>1).
> ge ( p )
Par théoréme de comparaison, la série Y u,, converge.

2. Supposons donc que a = —2 et b = 1. Pour tout N > 1 :

N N
> un =3 (In(n) = 2In(n + 1) + In(n + 2))
n=1 n=1
N N
= (n(n) —In(n+1))+ Y (In(n+2) - In(n + 1))
n=1 n=1
(1)~ In(N+ 1)+ (N +2) — @) =In (22} Zm(@2) — In(1) - In(2) = — n(2)
=In n n n —nN+1 n N—>+oon n(2) = —In(2).
Ainsi la série Zun converge si, et seulement si, a = —2 et b = 1, et dans ce cas, sa somme vaut

—1n(2).
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Exercice 2.11 (kk %% - QSP HEC 2021)
Soit a un réel strictement positif.

1. Etudier la nature de la série Z (arctan(n + a) — arctan(n)).
n>0

2. Proposer un programme Python permettant de donner une valeur approchée de sa somme a 0.001 pres
lorsque a = % On rappelle pour cela que atan(x) renvoie la valeur de arctan(x).

1. Soit n € N*. L’expression arctan(n + a) —arctan(n) peut vous faire penser a 'inégalité (ou 1'égalité)
des accroissements finis. C’était effectivement la bonne idée a avoir. La fonction f = arctan est bien
continue sur [n,n + a| et dérivable sur |n,n + a[, de dérivée donnée par :

1

Vo € [n,n+al, f'(z)= T

En particulier, |f/(z)| <

suit que :

T2 pour tout z € [n,n + a]. Par l'inégalité des accroissements finis, il
n

0 < arctan(n + a) — arctan(n) = |arctan(n + a) — arctan(n)| < (n+a)—n| < %

1+ n?

Par théoréme de comparaison par inégalité avec la série de Riemann E — convergente, E arctan(n+
n

a) — arctan(n) converge donc.
1
2. Notons (Sy,) la suite des sommes partielles de la série Z arctan <n + 2) —arctan(n), (Ry,) la suite
de ses restes partiels, et S la somme de cette série. On cherche S a 0,001 pres. Or, pour tout n € N :
0<S—-5,=R,.

1l s’agit donc de trouver n € N tel que R,, < 0,001, et .S,, fournira une valeur approchée de S a
0,001 pres. On va pour cela majorer le reste partiel par un terme approprié. Pour tout k € N*, on
dispose des inégalités :

1 1 Foode
0 < arctan <k: + 2) —arctan(k) < < /
k

2k2 262
Fixons N € N*, N > n, et sommons ces inégalités pour k=n+1,..., N :
N N
1 1 dt 1 1
0< k_ZH arctan (k + 2) —arctan(k) < 5/n = =5, AN

En faisant tendre N vers 400 dans ces inégalités (tout converge bien), on obtient :

1
0<R,<—.
- —2n

11 suffit donc de calculer Ssq9, ce qu’on peut faire avec le programme Python suivant :

1|8 =

2 |for k in range(501)

3 S = S+atan(k+1/2)-atan(k)
4 | print(S)

Exercice 2.12 (k% %% - Oral HEC 2021)33"

1. Soit x un réel. Montrer que la série E e converge. On note f(x) sa somme.
n!
n>0
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2. Soient = et y deux réels positifs. Notons z = max(x,y). Montrer que : lf(x) — fly)] < e?lx —yl.

En déduire que f est continue sur [0, 4o00].

3. Montrer que pour tout > 0, on a f(z) > 1 et que f(z) —1 ~ =x.

z—0

xT
4. Posons pour tout z > 0, g(z) = / t(fi Montrer que g est bien définie sur ]0,+oo[, puis que
1

g(x) ~ In(z).

1. Soit z € R. Pour tout n >0 :
<
- nl

(n})?

qui est le terme général d’une série exponentielle, donc convergente. Par théoréme de comparaison,

0<

+o0 n
x
la série Z ] 5 converge absolument, donc converge. On notera f (z) = Z W sa somme.
n>0 n=0
2. Soient x et y des réels positifs. Calculons :
T n n T n X ,.n n
_ -yt "t —y 2" —y"| L
lf(z) = fly)] = Z |~ Z e < Z W par inég. triang.
n=0 n=1 n=1

400 — +0o0 nznfl +oo anl
S|33—?/|Z_T:\l‘—y|z ] =|$—y\2m=|$—y|ez
n=1 n=1 n=1

[z —yl+z+y

2
lorsque y — z. Ainsi, lim |z — yle® = 0 x €® = 0, et par théoréme des gendarmes, la limite lim f(y)
y—x y—x

Fixons « € R;. La fonction y — max(z,y) = est continue sur Ry, de limite x

existe et vaut f(z). En d’autres termes, f est continue en z. Ceci étant vrai quelque soit © > 0, f
est bien continue sur [0, +o0].

3. Pour tout x > 0 :

+o0 n
x
=1 1
f(z) \+/_95+n2_:2 >
>1 =
>0
De plus, pour tout = # 0 :
fla)—1 13X g» Xapnt X
J\W T2 o rT _ vy
rEP DR B e Z<<k+1 *Z s

n=1 n=1
Or,
+oo

$k
> | < e

+oo b
3 X J— M .
Donc par encadrement, ili)% ’;_1 TNz = 0, et on a bien :

limmzlﬁf(x)—l ~ T

x—0 x z—0
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4.

(a) Soit > 0. La fonction t —

Lycée Louis Pergaud

est continue sur [1,z] (ou [z, 1]) puisque f est continue et

1
t(f(t)?

ne s’annule pas sur [1,z] (ou [z,1]). Ainsi, g(z) est bien défini pour tout réel z > 0.

(b) Remarquons alors que :

g()

Or, remarquons que : fO=1 d’apres 4, et
t—0+
Ainsi, la fonction ¢ —

L’intégrale

sa valeur,

_h“@'_Amﬂﬂ;Pdﬁ_Aziﬁ_fA é dt — /’f tB;dt

f@®)+1 fO)+1
(FD)? 0= f(0)2

est prolongeable par continuité en 0.

=2

t

fO) —1f@)+
t (f(t))2
IR PIORS"
t (f(t))2

0
on obtient donc :

est donc convergente car faussement impropre. En notant [

g(z) —In(z) =T+ Igo(l) = g(z) =In(z) + I + Igo(l) = g(x) ~ In(x).

T—

Exercice 2.13 (k% %% - Oral HEC 2013)

Pour tout n € N*,

on pose @ Uy = —
n

1. Déterminer ’ensemble des réels x pour lesquels la série Z un () est absolument convergente.

2.

(a)

2.

Soit x € [—

Montrer que si € [-1,1[,on a: lim

n>1

xr
1[. Calculer pour tout k € N*, / t*=1 d¢, et en déduire que si n € N*, on a :

0

Zuk(x):—ln(l—x)—/ f dt.

T n

dt = 0.

n—+oo Jo 1 —1

“+o0
En déduire que pour tout x € [—1, 1] Z un(x) est convergente et donner la valeur de Z Up ().
n>1 n=1
1 X1
Etablir la convergence de la série Z e et calculer Z 1
n>2 n=2
" too "
Montrer que pour tout « € [—1, 1], la série Z ] est convergente et calculer sa somme Z 1
n>2 n=2
too n

L’application f de [—1,1] dans R qui & x associe f(z) = Z

5 est-elle continue ?
5 N — 1
n=

Pour |z| < 1, on a n?|u,| = n|z|™ — 0 par croissances comparées. Donc E uy, converge absolument

par théoréme de comparaison.

1 1
Pour |z| =1, |up| = — et Z — diverge en tant que série harmonique.
n n

Pour |z| > 1, g |u,| diverge grossiérement, donc diverge.

(a) Soit z € [—

1,1[. On a pour tout k € N*,

/’tkldt Fk} :fi.
0 kl, k
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On obtient donc :

up(x) = / th=1dt :/ th=1at = / dt
=2 T

0 k=1 t#1 car —1<z<1 0
e [ e [

1
(b) Posons la fonction f :t €] — oo, 1[— =3 Elle est continue et dérivable sur | — oo, 1], et pour

tout t €] — o0, 1[, f'(t) = 5 > 0. Donc f est croissante et positive. On obtient alors selon

1
(1—-1)

n n

les cas :

e Siz>0,0< pour tout 0 <t < z, et donc :

x tn n+1
Og/ a< o
0

1—-t~ 1—x

1—-t —1—-=z
e Siz<O0:
T yn 0 tn 0 —1)n¢n —1)" ﬁn-l-l 0 -1 n+1,n+1
/—dtﬁ/idtg/(i)dtg( ) _ETremt
o 1—t s 1—1 s l—z -2z [n+1], n+1
car 0 < (—x)"*t1 < 1.
T n
Ainsi, pour tout z € [-1,1], lim dt = 0.

n—+too Jo 1 —

(c) D’apres les questions précédentes, il suit que pour tout = € [—1,1[, la série Zun(x) est
n>1
convergente et on obtient en passant a la limite :

+o00
Z Up(z) = —In(1 — x).

3. (a) Ona:
L ! > ! (Ri 2>
« — — ~ — . — converge (Riemann avec o« =
n2—1 n?’ ) n? &
1 .
.« 520
Donc la série Z ; converge. De plus, puisque 1 = ! cherchons
—n?-1 8¢ IS, Pwsque 1oy = (n—1(n+1)’

a,b € R tels que :

1 _a n b
n—1)n+1) n—-1 n+1
1 1
En mettant tout sur le méme dénominateur et en identifiant, on obtient que a = 5 et b= 5
et donc :
N N N
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
n22712—1 2;71—1 2;n+1 2+4 2(N+1) 2N N—+oo 4
+oo
1 3
Ainsi =-.
1n51n§::2n2_1 1

(b) Pour tout x € [-1,1]:
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" |x|n 1
. ~ . E — converge (série de Riemann avec
2 2 2
n*—1 n n
a=2>1.
jz[* 1
. 0 S 2 S 27
n n

n

Donc la série Z
n>2

Pour tout N > 2, pour tout z € [—1,1] avec x # 0 :

5 est absolument convergente, donc convergente.
nZ —

n2—1 24<«n-1 244pn+1 2 n 2 n
n=2 n=2 =2 n=1 =3
—In(l-2z)—z—22/2
L i m(—a)— n(l—z)—xz—2a°/
N—+o0 2x
X In(1 — 2/2 — 22In(1 —
Ainsi, Z 296 = n(l-z)+z+a’/2-2"Inl - 2) pour z # 0. Enfin cette somme vaut
=n -1 2z
Osiz=0.
+oo "
(c) Posonsf:xe[—l,l]HZ 5 1.Onauvu que f est bien définie sur [—1, 1], et on a obtenu
n2 —
n=2

une autre expression de f :

In(1—2)+x+2%/2 —22In(1l — z)
2z

Ve e [-1,1[, ¢ #0, f(z)=

En particulier, f est continue sur [—1,0[ et sur ]0,1[ comme somme et quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

Quand z — 0, on a In(1 — z) + z + 22/2 — 2% In(1 — ) = o(z?), et donc f(z) = o(z). En
particulier lirr%) f(z) =0 et f est continue en 0
z—

Posons enfin h = 1 — x, de sorte que quand x — 17, alors h — 0. Calculons :

In(h) + (1 —h)+ 3= — (1 — h)2In(h)

CIn(R) + (1 — k) + U5 (1~ 2k 4 B2) In(h)
B 2(1+4h)
(1= n)+ 95 4 (2h - 12) In(h)
2(1+ h)
1+5 3
oot 24 (1).

Ainsi f est aussi continue en 1 également. Donc f est bien continue sur [—1,1].

Autour de la série harmonique

Exercice 2.14 (%% - Etude de la série harmonique - 1133)
On s’intéresse au probleme suivant :

On suppose avoir une infinité de kaplas (petits pavés en bois de 12 cm de long et de 8mm d’épaisseur) a
notre disposition. En partant d’une tour bien droite, et en poussant intelligemment les kaplas, jusqu’ou
peut-on faire pencher cette pile avant qu’elle ne tombe ?

La réponse a ce probleme est a découvrir dans cette vidéo. On cherche ici a retrouver les résultats qui y sont
n
, -1 - . 1
exposés. Considérons pour cela la série harmonique H,, = E =
k=1

1. Divergence de la série harmonique.

1
Montrer que pour tout n € N*, Hy,, — H,, > 3 En déduire que la série harmonique diverge.


https://youtu.be/sX3mo0MmgFo?si=BRsF1V1IzKA_lG-o
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2. Equivalent de H, lorsque n — +co par comparaison série/intégrale.

1 k+1 1 1
(a) Justifier 'inégalité suivante pour tout k € N* :  —— < / —dt < =,
k+1 & k

s "1 1
(b) En déduire que pour tout n € N*, ona: H,—1< n dt < H,, — —.

1 n

(¢) Donner un équivalent de H,, lorsque n — +o0.

3. Recherche d’un développement asymptotique de H,.
Posons v, = H, — In(n) pour tout n € N*.

1
(a) Montrer que Yn4+1 — Yn Mo o2 En déduire que la série de terme général (v,41 —Jn) converge.
n—-+0o0 n

(b) Conclure que (v,,) converge vers un réel v € R. Le réel v est appelé la constante d’Fuler (v ~ 0,577).
"1
(¢) En déduire que : Z 7= lnn+~+o(1).
k=1
4. Programmation.

(a) Ecrire & l'aide de Python une fonction d’en-téte def kaplas(n) qui & n le nombre de kaplas &
disposition, renvoie le réel p égal au maximum de 'inclinaison de la pile de n kaplas.

(b) Vérifier le résultat pour une tour de kaplas haute comme la tour Eiffel (324 m) ? Et pour une tour
de kaplas de votre taille ?

1. Pour tout n € N*, on a :

2n n n 2n n 2n
1 1 1 1 1 1
H,, — H, = - = - - I -
2 dr 2k R 2 2 2
k=1 k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
1 1
Or, pour tout n+1 <k <2n,ona — > —. Donc
k 2n
2n 1 2n 1
> — = —(2n-— DAl)=—=—
Z k — Z 2n 2 (@n—(n+1)+1) n
k=n+1 k=n-+1
1

Ainsi, pour tout n € N*, Hy,, — H,, > 3

Par Dabsurde, suppose que la série harmonique converge et notons H € R sa somme. Alors

lim H, =Het lim H,, = H. En passant a la limite dans 'inégalité démontrée précédemment,
n—-+oo n—-+oo

1
on obtient alors 0 = H — H > 3 ce qui est impossible. Donc la série harmonique diverge.
1

2. (a) Soit k € N*. Pour tout ¢ € [k, k + 1], 1 <

_|_
En intégrant pour ¢ allant de k & k + 1 (borne

k+1 1 k+1 1 k+1 1
[ s qus<[ e

Or /]€+1 Lalt - L [t]kﬂ _ et de méme /k+1 1alt _!
w  k+1 E+15F k41 v ko

<

D | =
T =

croissantes), on obtient :

Finalement, on a bien que, pour tout k € N*, —— < / —dt < —.
k+1 & k

(b) Soit un entier n > 2. On somme les inégalités précédentes pour k allant de 1 an —1:
n—1 1
D s
Pl

n—1

k=1

10
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4.

(a)

1

1

1 n
C 2T

n—1 k+1 1 nq
e Par la relation de Chasles, Z / —dt = / —dt.
=k 1t

3
|

n

= H, — 1.

= =

ol e
el

k=1

>
Il
—

t
1

3
|

=H, 1.

ES
I
| =

1

n
1
On a donc, pour tout entier n > 2, H, — 1 < / ;dt < H,_.
1

Tout d’abord, /” %dt = [In(?)]} = In(n).
Avec la question1 précédente, on a donc pour tout n > 2 :
e D’une part, H, — 1 < 1In(n) donc H, <In(n)+ 1.
e D’autre part, In(n) < H,,_; donc In(n + 1) < H,.
Finalement, pour tout n > 2,

In(n+1) < H, <In(n) + 1.

En divisant par In(n) > 0 (quitte a prendre n > 3),

In(n+1) H, 1
< <1 .
In(n) ~ In(n) — + In(n)
Or In(n +1) :ln(n)+ln(1+1/n) :1+ln(1+1/n) s letls 1 o
In(n) In(n) In(n)  n—o+oc In(n) n—+oo
H,
Par encadrement, lim =1 donc H,, ~In(n).

n—-+00 ln(n)

Pour tout n > 2,

Y1 = Yn = (Hngp1 —In(n + 1)) — (H, — In(n)
= Hyy1 — Hy —In(n + 1) + In(n)
S

=1/(n+1)

()l (ML)

n+1 n nl—&—% n  2n? n?

(e (D) - (o (2)) =k ()
n n n n  2n? n? 2n2 n2 ) n—too  2n2

1
De plus, # > 0 pour tout n > 1, et la série Z —; converge en tant que série de Riemann
n

d’exposant 2 > 1. Par théoréme de comparaison, la série > (yn+1 — 7n) converge.

Puisque la série télescopique > (V41 — yn) converge, il résulte du cours que la suite ()
converge vers une limite finie v € R.

Comme lim 7, =+, lim (v, —~) =0 donc vy, —v =o0(1).
n—-+oo n—

+oo
Comme v, = H,, — In(n), on obtient que H,, —In(n) — v = o(1).
. N
Finalement, on obtient bien Z 5= In(n) +~v + o(1).
k=1

On peut proposer la fonction suivante :
def kaplas(n)

g=

for k in range(l,n+1)

S=S+1/k
return 0.06%S

11
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(b) Comme un kapla mesure 8 mm d’épaisseur, on a :

e Pour une tour haute comme la tour Eiffel, on superpose

24
5= 40500 kaplas et on obtient
une inclinaison de 0.6711771 m soit environ 67 cm (avec la fonction kaplas précédente).

e Pour une tour de la hauteur de votre professeur de mathématiques (1.90 m), on superpose
1.9

0008 = 237.5 ~ 238 kaplas et on obtient une inclinaison de 0.3630951 m soit environ 36

cm (avec la fonction kaplas précédente).

Exercice 2.15 (%% - Série harmonique alternée - £7)
()

Considérons la série harmonique alternée E
n

n>1

. On note (S, )nen la suite de ses sommes partielles.

1. Etude de la convergence.

(a) La série harmonique alternée est-elle absolument convergente ?

(b) Montrer que les suites (Soy)nen €t (Sant1)nen sont adjacentes, puis en déduire qu’elles convergent
vers une méme limite notée S.

+oo —1
—1)"
(c) En déduire que la série harmonique alternée converge et que 'on a S = E L
n=1 n
. (=pr! s , . -
Remarque. La série E ——— est un exemple de séries dites alternées. L’étude de ces séries est

n
fréquente dans les sujets de concours (EDHEC 2008, EML 2016, ECRICOME 2016), et repose, comme
pour la série harmonique alternée, sur I’étude des suites extraites (Sa,,) et (Sap41). Pour plus de détails :

I" Complément de cours 1. Autour des séries alternées.

“+o00 (_1)n—1
2. Calcul de E —_—
n
n=1

(a) Montrer que pour tout n € N*, Sy, = Ha,, — H,,.

n 400 n—1
1 1 -1
(b) En déduire que Sa, = - ,;:1 @, et déterminer la valeur de 321 L

(c) Retrouver ce résultat en utilisant le développement asymptotique de la série harmonique.

— = 1 et la série Z 1 diverge (série de Riemann de parameétre 1 donc divergente, on
n =
I’a prouvé dans l’exercice précédent!).
. (_1)77,—1
Donc la série Z E— ne converge pas absolument.
n>1

(b) Montrons que les suites (Sap)nen €t (S2n+1)neny sont adjacentes :
e (San)nen est croissante :

2n+2 (_1)k—1 2n (_l)k—l
SQ(n+1) - S2n = S2n+2 - SZn - Z - Z

k=1 k=1

_ Z L G VN G VS o X G Vs
Pt k 2n + 1 2n + 2 — k

= ! ! ! > 0.

Mm+1 2m+2 (n+1)(2n+2)

12
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e (San+1)nen est décroissante :

SQ(n+1)+1 - SZnJrl

o Enfin,

Son+1 — Son

(b) Avec la question précédente,

k=1 k=1

a ce sujet :

2n1 n 1 2n 1
SZn:HZn_Hn:ZE_ZE: Z %:

Lycée Louis Pergaud

2n+3 _ 2n+1 _
Sonts — Soms1 = P ) > (_1; :
k=1 k=1
o e S
k=1 k=1
1 1 -1 <o

w2 T w3 T Gnr2)en+3)

B 2§1 (_1)k—1 2n (—1)k—1
o k k

k=1 k=1

2n 2n
Iy (1)t
- PR T D

k=1 k=1

1

= 0.

— =
2n + 1 n—+oo

Donc (S2,) et (S2n+1) sont adjacentes. Par le théoréme des suites adjacentes, elles convergent
donc vers une méme limite notée S.

(¢) Comme lim Sy, = lm Si,41 =5, la suite (S,,) converge vers S. Autrement dit, la série
n—+oo n—4oo
. , S
harmonique alternée converge et sa somme Z ——— vaut S.
n
n=1
2. (a) Soit n € N*. Alors :
2n
B (71)]671 B (71)]{771 (71)1371
R
k=1 1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair
B zn: (—1)%k—1 n-1 (—1)2k+1-1 B "1 +n§:1 1
= 2k = 2k +1 = 2 = 2k +1
n n—1 n
1 1 1 1 1 1
= 2 ptlamars a2t 2
k=1 k=0 k=1 1<k<2n
k impair
1<~1 1 1 1
= 523t X gt X i 2 %
k=1 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n
k impair k pair k pair
11 &1 1 Ieal &1 &1
i S S S L S I
2 k k k 2 k k 2k
k=1 k=1 1<k<2n k=1 k=1 k=1
k pair
n 2n n
1 1 1 1 1 1 1
= -5 7 Y —=—-H, + Hy, -, = Hy, — Hy
zkzzlk+k:1k QI;k g it =5 2

On a bien, pour tout n € N*, Sy, = Hy,, — H,.

"1 1 1= 1
Zﬁl+§:ﬁ;1+ ’

k=1

1
kz::anrk:

3=

k=n+1

Cette derniere expression devrait vous faire penser a une somme de Riemann. Faisons un rappel

13
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Rappel. Sommes de Riemann.

On pensera & une somme de Riemann lorsqu’on cherche la limite d’une suite (u,,) qui est
une somme finie de n termes et que le terme général de cette somme dépend également
de n. On procedera alors ainsi :

1
e commencer par mettre — en facteur, faire apparaitre le terme % dans ’expression et
n

k
identifier une fonction f continue sur [0, 1] satisfaisant u,, = — g f () (pour les
n n
k=0

sommes de Riemann & gauche) ou u, = E f ( > pour les sommes de Riemann

a droite).

e Par le théoreme des sommes de Riemann, on a lim wu, = / f(@)
n—4oo

1
On pose f:z €[0,1] — o2 f est bien définie et continue sur [0, 1]. Donc, par le théoréme
x

sur les sommes de Riemann :

:iéf(i) Hm/ f(@)dz = [In(1 + 2)]} = In(2).

Or, on sait que S = lir_{l Son. Par unicité de la limite, il suit que S = In(2), ce qui se récrit
n—-—+0o0
o0 -1
_1)n
v EUT ).
n
n=1

Toujours avec la question 2.(a) puis en utilisant le développement asymptotique de la série
harmonique obtenu dans ’exercice précédent :

Son = Hap — Hp = (In(2n) +v+0(1)) — (In(n) + v+ o(1))
= In(2n) —In(n) + o(1) = In(2) + o(1).
. s (=)
Donc S = nll}r}rloo San, = 1n(2). On retrouve que nz_:l — = In(2).

Séries doubles

Exercice 2.16 (% %)
La famille (u; ;) est-elle sommable ? Le cas échéant, préciser sa somme.

) ()= (

b) (e = (¢

x‘ﬂ‘) 1 itj—1
i O )= (5) o) () = (3 ;
ily! i,j>0 V) i>0 552 2iti2 i>1,j>0

-1’5’ 'yl _1)i+igi
7') > ; d) (uij) = (') ; ) (wij) = (()‘) )
v 4,520 (Z +])' 1,7>0 1 X 9! i>1,j>0

e) Etant donné la présence du terme (i+j) dans ’expression de u;,j, on va sommer suivant les diagonales
(en notant bien que ¢ > 1 ce qui change un peu la composition des diagonales par rapport a
d’habitude). Notons donc pour tout n > 1 :

Jo={(6,7) EN*xN, i+j=n}={(i,n—1), 1 <i<n}

qui est de cardinal n. Alors :

“n—1 -1
a Z |uz‘,j|=zgn72=n(;72)-

(6,5)€JTn =1

14
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— E 2n i est une série géométrique dérivée deux fois, de raison ¢ = 1/2. On a |¢| < 1, donc
n>1
cette série converge.

Par le théoréeme de sommation suivant les diagonales, on en déduit que (u;;) est une famille
sommable, et :

©= = nfl R 2
Z “M:Z Z Um‘:Z Z:: (1_1/2)3:16.

i>1,7>0 n=1(i,j)€Jn n=1

97
f) Ona |u; ;| = - P On applique ici le théoréme de Fubini (ne se préte pas a une sommation suivant
i

les diagonales...) : '

— E — = E dlverge en tant que série harmonique. L’étude s’arréte donc ici !
i X g!
>0 z>0

On peut donc conclure que la famille (u; ;) n’est pas sommable.

Exercice 2.17 (%%) 400 400 +o0 400
Justifier 'existence et déterminer la valeur de Z Z ( > et de z Z k 1!
n=0p=n n=0k=n
1 .
— sip>n .. .
Posons uy, , = { 2P . On va montrer par Fubini que la famille (u, ,) est sommable.

0 sinon

1
e La série Z [t p| = Z > est géométrique de raison ¢ = 1/2. Puisque |g| < 1, elle converge donc,
p>0 p>n

et sa somme vaut :
1 1 1

m1—1/2 v L

1
o La série Z 1

n>0

converge encore une fois en tant que série géométrique de raison ¢ = 1/2.

Par théoréme de Fubini, la famille (u,, ;) est sommable, et :

+oo +o0 +oo

1 1
YDUTTIED 35 SN HEL BN . S,
2 1-1/2
(n,p) n=0p=0 n=0
1
sik>n
Posons de méme wu,; = ¢ (k+1)! . On va montrer par Fubini que la famille (u, ) est
0 sinon
sommable.
k
o La série T;) [t k| = z_: Gr1) converge car c’est une somme finie, et elle vaut
E+1 1
(E+1)! kU

. 1 , . .
e La série E E converge en tant que série exponentielle avec x = 1.
E>0

15
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Par théoréme de Fubini, la famille (u,, ;) est sommable, et :

+o0o +oo +00 +00
Z Un,k = Z Zun,k: = Z Zumk
(n,k) n=0 k=0 k=0n=0
ce qui donne :
+oo +oo +oo k
22 G k+1 =22 Gy k+1 Zk' “
n=0k=n k=0n= 0
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