ECG?2 - Maths approfondies

TD17

Lycée Louis Pergaud

Fonctions de plusieurs variables sur R"

Fonctions de plusieurs variables, continuité

Exercice 17.1 (%)

Pour chaque fonction ci-dessous, déterminer les lignes de niveau A pour A € {—2,—1,0,1,2,3,4} et les représen-
ter graphiquement. En déduire la représentation graphique de la fonction.

2

(z,y) =2 +y+1 ;5 (z,y)—2° ;

(z,y) =2y

(z,y) — 2sin(y/22 + y2).

Vérifier les lignes de niveau et la représentation graphique de la fonction en utilisant Python.

Exercice 17.2 (% %)
Etudier la continuité de la fonction f définie sur R3 par :

1
22 4 y2 + 22
1

f(z,y,2)

sin(z? + y? + 22),

si (z,y,2) # (0,0,0)

sinon.

Calcul différentiel
Exercice 17.3 (%)

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer qu’elle est de classe %! sur son ensemble de définition, et calculer

son gradient.

R3 —R
fi: s
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Exercice 17.4 (% %)

zy
Soit f une fonction continue sur R et soit g : R> — R définie par g(x,y) = / f(t)dt.
xr

Montrer que g est de classe €' sur R? et déterminer ses dérivées partielles.

tout (z,y) € R?,

et

Puisque f est continue sur R, elle admet une primitive F : R — R de classe ¢! sur R. On a alors pour

g(z,y) = F(zy) — F(z).

Les applications (z,y) + xy et (x,y) — z sont polynomiales donc € sur R%. Par composition et somme,
on en déduit que g est de classe € sur R? et on a pour tout (z,y) € R? :

og(x,y) =yF'(zvy) — F'(z) = yf(zy) — f(x)

dog(x,y) = oF'(zy) = xf (xy).
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Exercice 17.5 (%)
Soit f: (x,y) — (z —y)? + 23 + ¢

1. Justifier 'existence et écrire le développement limité a l’ordre 1 de la fonction f en un point (a,b) quel-
conque.

2. Déterminer I’équation du plan affine tangent au graphe de f aux points (0,—1), (0,0) et (=1, —1).

3. Tracer le graphe de f ainsi que les plans tangents aux points (0, —1), (0,0) et (=1, —1) & l'aide du logiciel
Python.

Exercice 17.6 (k%)
Soit f une fonction de classe € sur R3, et soit F la fonction définie sur R? par F(z,y,2) = f(z —y,y— 2,2 —x).

1. Soit (z0,¥0, 20) € R®. Montrer que la fonction
R —R
V!
v = f(z —yo,Y%0 — 20,20 — )

est dérivable en zg et déterminer ¢’(zg). Que peut-on en déduire sur la dérivée partielle d’ordre 1 par
rapport a x de ' ?

2. Montrer que pour tout (x,%,2) € R? on a :

N (F)(z,y,2) + 02(F)(2,y, 2) + 03(F)(z,y,2) = 0.

1. On a pour tout x € R, p(z) = f(a+ zu) ot a = (—Yyo, Yo — 20,20) €t u = (1,0, —1). Puisque f est
de classe €' sur R?, on sait que ¢ est dérivable en g et on a :

¢’ (x0) = (Vf(atzou),u) = 01 f(at+xou)—s f (a+zou) = 81 f(x0—Yo, Yo—20, 20—20)—0s.f (Zo—Yo, Yo— 20, Z0—T0)-

Ceci étant vrai pour tout (xg,yo, 20), on en déduit que F' admet une dérivée partielle par rapport &
la premieére variable en tout point de R, et on a :

V(ﬂﬁay"z) ERSa 81F(337Z/72) :81f(x—y,y—z,z—x) —83f(x—y,y—z,z—x).
Notons de plus que 0, F est continue sur R? car f est de classe €.

2. En procédant de la méme maniere, on montre que F' admet des dérivées partielles par rapport aux
deuxiéme et troisiéme variables, et on a pour tout (z,y,2) € R :

O F(x,y,2) =0af(x—y,y—2,2—2)— 01 flx —y,y — 2,2 — x),

83F(x,y,z):83f(x—y,y—z,z—a:)—82f(x—y,y—z,z—:17).
Ces dérivées partielles étant continues sur R3, F' est donc de classe ¢!, et on a pour tout (z,y, z) €
R3 :
alF(IE,y,Z)+82F($,y,2)+63F(l’,y,Z) :81f($7y,y*2,2*1')783f($7y,y*2,27l')
+0f(xr—yy—2z2—2)-0flxt—y,y—22—1)
+83f(;c—y,y—z,z—a:)—Ggf(x—y,y—z,z—m):O
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Exercice 17.7 (%% - Gradient et lignes de niveau)
Soit f(z,y) = (y — 2?)% — 1.

1. Montrer que les lignes de niveau de f sont des paraboles.
2. Montrer que f est de classe €' sur R2, et déterminer ses dérivées partielles.
3. Soit A € R. On note %) la ligne de niveau A de f. Soit (xg,yo) € Gh.

(a) Déterminer un vecteur directeur de la tangente & € en (g, yo)-

(b) Montrer que ce vecteur est orthogonal a V f(xo, yo).

4. Vérifier ce résultat a ’aide du logiciel Python, en tragant sur un méme graphique les lignes de niveau et
le champ de gradients de f.

1. Soit A € R. La courbe de niveau A de f est :
G(f) = {(z.y) €R? | f(z,y) = A} = {(z,y) € R® | (y —2*)° = A+ 1}
={(z,y) eR? |y =2+ VA + 1}
On reconnait alors 1’équation d’'une parabole.

2. La fonction f est polynomiale donc de classe €' sur R?. Et on obtient par calcul :
Vf(a,y) = (=6x(y —2*)%,3(y —a?)?).

3. (a) Sionnote h:z € R 22+ /A + 1, I'équation de la tangente & h en 2 (qui coincide avec celle
de @\ en (xg,yp)) est :
y = h(zo) + ' (x0)(x — z0).
Or I (z0) = 2x0, et donc un vecteur directeur de cette tangente est @ = (1, (20)) = (1, 2z0).

(b) On calcule le produit scalaire :

(W, V f(z0,y0)) = —6z0(yo — 23)* + 220 x 3(yo — 23)* = 0.

4. Je vous renvoie au TP7 sur les fonctions de plusieurs variables.

Exercice 17.8 (k% %)
Etudier la continuité, 'existence de dérivées partielles, leur continuité ainsi que la classe €' des fonctions :
T2y .
si (z,y) # (0,0)

o . (T .
—_ S - S 0
fi(zy) €R? i {2 442 ;g (ny) R ybm(y> R
0 si (z,y) = (0,0) 0 siy=0

2

Le cas de la fonction f a été traité en TD.

Etudions la continuité de la fonction g. Les fonctions (x,y) — « et (z,y) — y étant polynomiales, elles
sont donc continues sur R2. Par quotient, composition par la fonction sinus qui est continue sur R, et
produit, g est donc continue sur R? \ {(z,0), = € R}.

Soit 29 € R. Etudions la continuité de g en (x,0). Prenons pour cela (z,y) € R? avec y # 0 et majorons :

lg(z,y) — g(z0,0)| =

. x
v sin (z)\ <2 < |l(@ - @0,9)|*-

Soit &€ > 0. On déduit de cette majoration I'existence d'un réel o = /2 > 0 tel que pour tout (z,y) € R? :

H(i[,’,y)*(l'o,())” SOZ = |g(£€,y)*g($0,0)| Sg'
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Par définition, g est donc continue au point (zg,0). Ceci étant vrai pour tout zg € R, g est continue sur
R2.

De méme que pour la continuité, on montre que g est de classe ¢ sur R? \ {(x,0), z € R}, et en tout
point (z,y) avec y £ 0 :

og(x,y) = ycos (x) et  Oag(z,y) =2ysin (m) — T oS (x) .
Y Y Y

Fixons zg € R et étudions l'existence de dérivées partielles d’ordre 1 pour g en (x9,0). Pour tout ¢ # 0 :

9(xo +1,0) — g(x0,0) _ 0—s0.
t t—0

Donc 01 g(xo,0) existe et vaut 0. De méme :

g(l’o,t) - g($070) — tsin (@) —50
t t /] t—=0

car sin est une fonction bornée. Ainsi, 02g(x0, 0) existe également et vaut 0.

Etudions la continuité de d,¢ au point (70,0). Pour cela, majorons pour tout (x,y) € R? tel que y # 0 :

[019(z,y) — 019(20,0)| < |y < [[(z — z0,9)|-

On déduit de cette majoration que pour tout ¢ > 0, il existe o = ¢ > 0 tel que pour tout (x,y) € R? :

1z, y) = (20, 0)| < = |01g(z,y) = Drg(x0,0) <e.

Donc g est continue au point (zg,0). Et ceci étant vrai pour tout zo € R, ;g est continue sur R2.

Soit xg # 0. Pour tout y € R avec y # 0 :

O29(z0,y) — 029(x0,0) = 2y sin (J;O) — xgCoS (xyo) .

x
La limite lin% 2y sin (0> existe et vaut 0 car le sinus est borné. Par contre, le terme cos (“y—”) n’a pas
y— Y

de limite lorsque y — 0. Par conséquent, d2g(zq,y) — 029(zg,0) n’admet pas de limite lorsque y — 0, et
029 n’est donc pas continu(ﬂ au point (zg, 0).

Pour conclure, g est continue sur R?, admet des dérivées partielles en tout point de R?, mais n’est pas €'
sur R? puisque 99 n’est pas continue sur R2.

2Si dag était continue au point (zo,0), la quantité 2y sin (%’) — o Ccos (%’) aurait une limite nulle lorsque y — 0.

Recherche d’extremum

Exercice 17.9 (%)
1. Soit f: (z,y) € R? = 22 + 22 + 3y? — 6y + 1.

(a) Représenter le graphe de f & laide de Python. Déterminer graphiquement le(s) point(s) critique(s)
de f. Quel est la nature de ce(s) point(s) critique(s) ?

(b) Vérifier ces résultats par le calcul.

2. Mémes questions pour g : (v,y) € R? — 2% + y> — 3zy + 1.

Exercice 17.10 (%)
Déterminer les points critiques et les extrema éventuels des fonctions suivantes :
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s R3 SR . b R3 —R
b (x,y,2) »—>9”2—2+xyz+y—z’ 2 (z,y,2) > ayz+ay+yz+az

Exercice 17.11 (%%)
Dans la suite, on considére deux fonctions f et h définies respectivement sur R? et R par

flz,y) =2 % +32° —2zy+y* et h(z)=2e""+ 227
1. Montrer que I’équation ¢e~* — 2z = 0 admet une unique solution « sur R.
2. Montrer que f est de classe €' et admet un unique point critique.

3. Montrer que pour tout (z,y) € R? : f(z,y) > h(z).

4. Etudier les variations de h et en déduire que f admet un minimum, et exprimer ce minimum en fonction
de a.

Exercice 17.12 (k%)
Déterminer si les fonctions suivantes admettent ou non des extrema, et déterminer I’ensemble des points ou ces
extrema sont atteints.

. R? —R . . R? —R _

b (z,y) > a* —4x?y? + 4y’ > (z,y) +— —22% —2xy —3y%> -4’

b R? —R _ I R3 —R

2 (r,y) —a?+ay+y?’ t (2,9, 2) »—>I2—z+y2+222—xy—xz+x4'

Exercice 17.13 (%% - Etude d’un extremum par variation de fonctions)
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = x* + y* — 4ay.

1. Montrer que f n’admet pas de maximum.
2. On se propose de montrer que f posséde un minimum.

(a) En considérant f(—z, —y), montrer qu’on peut se restreindre a y > 0.
(b) Pour y > 0 fixé, montrer que la fonction x — f(x,y) admet un minimum noté g(y).

(¢) Etudier les variations de y — g(y) et en déduire que f admet un minimum, et préciser le(s) point(s)
oll ce minimum est atteint.

Exercice 17.14 (% %)

Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = i

(1+22)(1+y2)’
1. Montrer que f est €' et déterminer son gradient.

2. Montrer que (0,0) est un point critique de f et que f admet quatre autres points critiques, de la forme
(a,b), (—a,b), (a,=b), (—a,—b), avec a > 0,b > 0.

3. Déterminer la nature du point critique (0,0).

4. On souhaite étudier la nature de (a,b). Pour cela, on cherche & déterminer le signe de f(z,y) — f(a,b).

P(z,y)
41+ 22)(1 4+ y?)
de degré 2 dont on calculera son discriminant A(y).

(a) Soit y € R fixé. Montrer que f(z,y) — f(a,b) = ot & — P(x,y) est un polynéme

(b) Montrer que la fonction A est de signe constant.

(c) Conclure.
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5. Déterminer de méme la nature des trois autres points critiques.

t
— 5 Retrouver alors les résultats précédents.

6. Dresser le tableau de variations de g : ¢ — 1

Exercice 17.15 (% %)
Soit f la fonction définie sur R?® par

f($> Y, Z) — (.’1? +y+ Z)e—%(x2+y2+z2)
1. Montrer que f est €' sur R? et déterminer ses points critiques.

2. Montrer que pour tout (z,y,z) € R?, |z +y + 2| < V322 +y2 + 22.

3. En étudiant la fonction définie sur Ry par h(t) = Vte t/6 déterminer la nature des points critiques de f.

Exercice 17.16 (%% %)
Soit a et b deux vecteurs non colinéaires de R™ (n > 2) et f la fonction définie par :

Vo € R",  f(x) = (x,a)* + (x,b)%

1. Justifier que f est de classe €' et calculer les dérivées partielles de f. En déduire une expression du
gradient de f.

2. Déterminer ’ensemble des points critiques de f.

3. Etudier les extrema de f.

1. On a pour tout z € R™ :

2

n 2 n
f(z) = (x,a)* + (z,b)%* = <Z aixi> + ijxj

f est polynomiale, donc de classe ¢! sur R™. Et on a pour tout k € [1,n] :

Ok f(z) = 2ax (Z aiwi> + 2by, Z bjxz; | = 2ak(a,z) + 2bx(b, x).

i=1 j=1

On en déduit que pour tout z € R™ :

Vf(l’) = (2a1<a7 £L'> +2b <b7 .’E>, R 2an<a7 .’E) + 2bn<ba .’E>)
=2{a,z)(a1,...,an) + 2(b,x)(b1,...,b,) = 2{(a,z)a + 2(b, x)b.

2. x € R™ est un point critique si et seulement si :

Vf(z) =0« (a,z)a+ (b,x)b=0.

a,

Puisque a et b ne sont pas colinéaires, c¢’est équivalent a { , soit encore & x € Vect(a,b)* .

)

Ainsi I’ensemble des points critiques est Vect(a, b)*.
3. Soit ¢ un point critique de f. Alors ¢ est orthogonal & a et b et on a :
f(C) =0< <m7a>2 + <$,b>2 = f(.%')

pour tout z € R™. Ainsi f admet un minimum global qui vaut 0, atteint en chacun des points
critiques de f, c’est & dire en tout point de Vect(a,b)" .
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Exercice 17.17 (%% %)
Soit n > 1 et soit f la fonction définie sur R™ par :

n n 2
f(xh...,xn):Zx?—i—(l—in) .
i=1 i=1

1. Montrer que f est de classe €' sur R" et qu’elle posséde un unique point critique a = (ay,...,a,).

2. Pour (hq,...,hy,) € R?, expliciter f(ay+h1,...,an+hy)— f(a1,...,a,), et en déduire la nature du point
critique a.

Exercice 17.18 (k% %% - Fonctions convexes sur R"” - Oral ESCP 2001 - £9)
Soit n € N tel que n > 2. L’espace vectoriel R" est muni de sa structure euclidienne canonique, le produit
scalaire étant noté (-,-) et la norme associée || - ||.

Soit f une application de classe €' définie sur R”, & valeurs dans R, convexe, c’est-a-dire vérifiant pour tout
(2,9) € (R™)? et pour tout réel A € [0,1] :

S =Nz +dy) < (1 =) f(x) + Af(y).

Pour tout (h,z) € (R™)? fixé, on définit la fonction ¢, , de la variable réelle ¢ par :

oh,z(t) = f(x +1th).
1. (a) Montrer que ¢y, est une fonction convexe de R dans R.
(b) En déduire que QDQM(O) < nx(1) — on«(0).

2. Montrer que pour tout (z,y) € (R™)?, on a
(Vf(x),y —z) < fly) — f(2).

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que Vf(0) = 0. On suppose également que f est
strictement convexe, c’est-a-dire qu’elle vérifie pour tout (x,y) € (R™)? tels que x # y, pour tout réel
A €]0,1] ¢
F(= N+ M) < (1= N F() + M ().
Montrer que pour tout z € R™, f(0) < f(z), puis que si x # 0, alors f(x) # 0.

1. (a) Pour tout t1,t3 € R et pour tout A € [0,1], on a :

Pna(At1+ (1= A)t2) = flz+ (M1 + (1 = N)t2)h)

= f(A+1=XNz+ X1h+ (1 = Ntah)

= f(Mz +t1h) + (1 = X)(z + t2h))
AM(x+t1h) + (1 = N f(z + tah) car f convexe.
Aphe(t1) + (1= N)pnx(t2)

Donc ¢y, , est bien convexe.

(b) Puisque f est de classe €, on sait par le cours que ¢y, , est aussi de classe ¢! sur R. Comme
de plus ¢y, 5 est convexe, son graphe est au dessus de ses tangentes. En particulier, la tangente
en 0 d’équation y = ¢}, .(0)(t — 0) + ¢p,.(0) est en dessous de son graphe, soit pour ¢t =1 :

Oha(0) X1+ 0p2(0) <pne(l) = @00 <one(l) = na(0).

2. Or par le cours on a :
G (0) = (Vf(x),h)

et donc par la question précédente :

(Vf(z),h) < flz+h) = f(z).
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Ceci étant vrai pour tout (z,h) € (R™)2, on en déduit que pour tout (z,y) € (R™)? (en posant
h=y—2x):
(Vi(@),y —x) < fly) = f(2).

3. Supposons que f(0) =0 et que Vf(0) = (0,...,0). Par la question précédente, on obtient que pour
tout y € R™ (avec z =0) :

f(0) =0=(V[f(0),y) < fly) = f(0) = f(y)-

Ainsi f admet un minimum global en 0 € R™. Montrons que ce minimum global est atteint unique-
ment en ce point. Par absurde, supposons qu'il existe x € R™ tel que « # 0 et f(z) = 0. Alors
pour tout A €]0,1[, on a :

fx)=f(1=X)0+Az) < (1= X)f(0)+ Af(z) =0.

Or ceci contredit le résultat obtenu précédemment, puisqu’on a montré que pour tout y € R™,
f(y) > 0. Ainsi on a bien que pour tout = # 0, f(z) # 0. f admet donc un minimum global atteint
en un unique point qui est 0 € R™.




