ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TDI15
Projection orthogonale

Supplémentaire orthogonal

Exercice 15.1 (%)
Dans R* muni du produit scalaire canonique, déterminer une base de F+ dans les deux cas suivants :

F = Vect((1,1,0,2),(0,1,3,2)). F={(z,y,2,t) ERY o +y—2z+t=0etz—y—t=0}.

Exercice 15.2 (%)
Dans R? muni du produit scalaire canonique, on note F' = Vect((0,0,2), (1, —1,0)).

1. Déterminer une base orthonormée € = (u1,us,us) de E telle que (u1,us) soit une base orthonormée de
F et (u3) une base orthonormée de F-.

2. Notons 4 la base canonique de R3. Déterminer Py .

Exercice 15.3 (%% - Vecteur normal & un hyperplan - £)
1. Soit F' un hyperplan d’un espace euclidien E. Montrer qu’il existe u € E tel que pour tout x € E :

x€F & (x,u)=0.
Un tel vecteur est dit normal a Uhyperplan F.

2. Application. Dans R? muni du produit scalaire canonique , on pose F = {(z,y, z) € R3, 2x+3y—z = 0}.
Montrer que F est un hyperplan de R? et déterminer un vecteur normal & F.

1. Supposons que F soit un hyperplan, c’est-a-dire que dim(F') = dim(E) — 1. Dans ce cas, on a :
dim(F*) = dim(F) — dim(F) = dim(E) — (dim(E) — 1) = 1.
Ainsi F* est une droite vectorielle, et il existe u € E tel que F'- = Vect(u). On a alors :
reFexe (FhHt = (Vect(u))t < (z,u) = 0.
D’ou le résultat.
2. Ona:
(z,y,2) EF & 204+3y—2=0%& ((x,1,2),(2,3,-1)) =0 & (z,y,2) € Vect((2,3, 1))+

Ainsi en posant u = (2,3, 1), on a F = Vect(u)*. On a dim(F) = 3 — dim(Vect(u)) =3 — 1 = 2.
Donc F' est un hyperplan, et u est un vecteur normal de F.

Remarque. On notera que le vecteur normal s’obtient tres facilement a partir de I’équation cartési-
enne d’un hyperplan. Si par exemple F' est I’hyperplan de R™ d’équation :

a1y + -+ apty = 0,

alors un vecteur normal & F' est donné par u = (as,...,ay).
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Exercice 15.4 (%% - Propriétés de ’orthogonal - @’)
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien réel E.

1. Montrer 'implication suivante : F C G = G+ C F*.

2. Montrer que :
FtnGt=(F+G)* ; Ft+Gtc(FnGo)t.

3. En déduire que si F est de dimension finie et si F' et GG sont des sous-espaces supplémentaires de E, alors
E=FtoGt.

1. Supposons que F C G, et montrons que G+ C F*. Soit pour cela y € G+, on a par définition que :
Vee G, (x,y)=0.
Comme F' C G, on en déduit en particulier que :
Ve e F, (z,y)=0.
Ainsi y appartient bien & F+. D’ou I'inclusion voulue.
2. Montrons que F- NG+ = (F + G)*.

C Soit x € F+ N G*. Montrons que x € (F + G)*. Pour tout z € F + G, il existe (y,t) € F x G
tel que z = y 4+ t. On obtient que :

(w,2) =(2_, vy )+{(=x .t )=0+0=0.
EFL cF eGL €G

Donc x appartient bien a (F + G)*.

D OnaF C F+ G, donc d’aprés la premiére question, (F + G)* C F*. De méme, on a
(F + G)* C G*. Ainsi on obtient que (F + G)t Cc F-nG+.

Montrons & présent que F+ +G*+ C (FNG)*. Ona FNG C G, donc par la question 1, on obtient
que Gt C (FNG)t. De méme, on a que FX C (FNG)t. Comme de plus, (F N G)t est un
sous-espace vectoriel de E, on peut conclure que F*- +G+ C (FNG)*.

3. Supposons E de dimension finie, et que £ = F & G. Alors on a :
FrnG*+ = (F+G)r = E+ ={0g}.
Donc les sous-espaces F'+ et G+ sont en somme directe. De plus on a :

dim(F*)4+dim(G*) = dim(E)—dim(F)+dim(F)—dim(G) = 2dim(E)—(dim(F)+dim(G)) = dim(E).

Avec ces deux assertions, on a bien que E = F+ @ G+.

Exercice 15.5 (k% - Orthogonal d’un sous-espace en dimension infinie)
On munit F = %([0,1],R) du produit scalaire défini par :

Vg B, (f.g)= /O F(B)g(t)dt.

On considere l'espace H = {f € E, f(0) = 0}.
a) Soit f € H+. On pose g : t + tf(t). Que peut-on dire de f et g ? En déduire que f = 0.
b) En déduire H+ et (H+)*. A-t-on H® HX = E ?
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1. Ona g€ H, et donc (f,g) = 0 puisque f € H+. On en déduit donc que :

1
/ tf(t)*dt = 0.
0

Il s’agit de l'intégrale d’une fonction continue, positive. Elle est donc nulle si et seulement si la
fonction est nulle. On en déduit donc que tf(¢) = 0 pour tout ¢ € [0,1]. D’ott pour tout ¢ €]0, 1], on
a f(t) = 0. Puisque de plus f est continue sur [0,1], on en déduit que f = 0 sur [0,1]. Donc on a
f=0g.

2. Par la question précédente, on en déduit que H+ C {0g}, et donc égal & {0g} puisque c’est un
sous-espace vectoriel de E. Mais alors on a :

(HH)t ={0p}* =E

et
HoH"=Ho{0p}=HGE.

En particulier, on notera que H et H+ ne sont pas nécessairement supplémentaires en dimension
infinie. On a vu en cours que c’était cependant toujours le cas en dimension finie.

Exercice 15.6 (%% - QSP ESCP 2014)
Soit E un espace euclidien de dimension n > 3, et (a,b) une famille orthonormale de vecteurs de E. On définit
feZ(FE)par:

Vee E, f(z)= (x,a)b— (z,b)a.

1. Montrer que Im(f) = Ker(f)*.

2. Etudier la diagonalisabilité de f.

1. On a f(a) = b et f(b) = —a, de sorte que Vect(a,b) C Im(f), et I'inclusion réciproque est évidente
(puisque f(z) est toujours combinaison linéaire de a et b).

On en déduit donc que Im f = Vect(a, b).
De plus, = € Ker f < (x,a)b — (z,b)a = 0.

Mais (a, b) est une famille libre (car orthogonale sans le vecteur nul) de sorte que

f(@) =0 (z,a) = (z,b) = 0.

On a donc bien Ker f = (Im f)*.

Et en prenant I'orthogonal des deux membres de cette égalité, on obtient (Ker f)+ = ((Im f )L)L =

Im f (valide car on est en dimension finie).
2. On sait déja que 0 est valeur propre de f, et dim Ey(f) = dimKer f =n — 2.

Soit (eg,...,e,) une base orthonormée de Ker f. Alors (a,b,ez,...,e,) est une base orthonormée
de F, car obtenue par concaténation d’une base orthonormée de Im f et d’une base orthonormée de
son supplémentaire orthogonal.

La matrice de f dans cette base est

0 -1 0 0

1 0 0 0
A=1 0

0 0
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Alors A est valeur propre de f si et seulement sirg (A — A[,) < n. Mais

-2 -1 0 ... 0 1 =X 0 ... 0
1 =X 0 ... 0 -2 -1 0 ... O
A—-)M, = 0 -2 ~ 0 ... =X
. L1<—>L2
0 —-A 0 —-A
-1 —-A 0 0
0 —-X2-1 0 0
~Y 7A
Lo+ La+AL, '
0 —-A
Ainsi, \ est valeur propre de A si, et seulement si, A\ =0 ou —A? — 1 =0.
Cette deuxiéme équation n’a pas de solution, donc 0 est 1'unique valeur propre de f.
On sait déja que dim Ey(f) = dim Ker f = n — dim(Vect(a,b)) =n —2 < dim E et donc f n’est pas
diagonalisable.

Projection orthogonale

Exercice 15.7 (%)
Dans R? muni du produit scalaire canonique, on considére le sous-espace F = Vect((1,1,0), (—2,0,1)).
Déterminer le projeté de a = (—2,1,1) sur F'.

Exercice 15.8 (% - Calcul de projetés orthoganaux)
Soit E = Rg[x] muni du produit scalaire (P, Q) = ]) P#)Q(¢) dt.
0
1. Déterminer le projeté orthogonal de P = 22 + x + 1 sur Fy = Ry[x].
2. Déterminer le projeté orthogonal de Py = 2% + 2% + 2 + 1 sur Fy = Vect(z3 + z, 22, 1).

2

3. Déterminer le projeté orthogonal de P3 = 22 — 1 sur F3 = Vect(1 + x, 2% — z).

Réponses : pp, (P1) = 2z + %, pr,(P) =2+ 22+ 2+ 1, pr,(P3) = —%ﬁ + %x — %.

Exercice 15.9 (%)

Sur .#,(R), on considére le produit scalaire (A, B) = Tr(*AB). Soit p : 4, (R) — .#,(R) 'application définie
M+ 'M

par p(M) = Yy

1. Montrer que p est un projecteur de .#,(R), et en déterminer 'image et le noyau.

2. Montrer que p est le projecteur orthogonal sur .7, (R). En déduire une expression du projecteur orthogonal
sur 7, (R).

Exercice 15.10 (k%)
Pour tout couple de polynémes (P, Q) de l'espace vectoriel Ry[z], on pose :

(P,Q) = P(0)Q(0) + P/(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0).

On note F' = Vect(1+z, —1+z+22%) et Z = (1,z,2?) la base canonique de Ry[z]. On consideére ¢ la projection
orthogonale sur F.

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur Ra[z].
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2. Déterminer une base orthonormée de F'.

3. Calculer (1), p(x) et ¢(2?). En déduire la matrice de ¢ dans la base canonique.

Exercice 15.11 (% %)

Dans R* muni du produit scalaire usuel, on considére F' le sous-espace vectoriel défini par :

{(‘x?ywzat) €R4’ ﬂf—f-y—Z:O}

On détermine la matrice dans la base canonique % de la projection orthogonale p sur F' par deux méthodes.

1. Méthode 1.

a) Déterminer une base orthonormale de F'.
b) Déterminer .#Zg(p).

(
(
2. Méthode 2.

(a) Déterminer une base orthonormale de F*.

(b) On note g la projection orthogonale sur F+. Déterminer .#z(q).
(¢) En déduire #Z%(p).

Exercice 15.12 (% %)

Soit E un espace euclidien de base orthonormée (eq,...,e,), soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension

n
1, et soit p le projecteur orthogonal sur F. Montrer que : Z llp(es)||* = 1.
i=1

Puisque F est une droite vectorielle, prenons u un vecteur directeur unitaire de F' de sorte que F' = Vect(u)
et que (u) est une base orthonormée de F. Ainsi on a :

Vie [1,n], ple;) = (u,e)u.

n n

De plus (eq,...,e,) étant une base orthonormée de F, on a u = Z<U76i>€i et ||lul* = Z(u,ei>2. On

i=1 i=1
obtient donc :

n

D llpenll = ((ue))® = fluf® =1
i=1

i=1

Exercice 15.13 (%% %% - Oral ESCP 2016)
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien muni de la norme || - || associée au produit scalaire, et u € Z(FE) vérifiant :

Ve e B, lu(@)]| < [l
1. (a) Soit x un vecteur appartenant a Ker(u —id) NIm(u—id). Justifier qu'il existe y € E tel que : Vn € N,
ne = u"(y) - y.
(b) En déduire que E = Ker(u — id) ® Im(u — id).
P

T Z u®, et on note w le projecteur sur Ker(u —id) parallélement & Tm(u —id).
k=0

Montrer que pour tout z € E, la suite (v,(x))pen converge vers w(zx), c’est-a-dire que :

2. Onpose: ¥Ype N, v, =

Vo € E, pgrfoo lvp(z) —w(x)]| = 0.
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3. Soit ¢ un projecteur de E, distinct de 'application nulle.

(a) Montrer que si Ker(g) et Im(q) sont orthogonaux, alors :  Va € E, ||q(z)|| < ||z

(b) Réciproquement, on suppose que pour tout x € E, ||¢(z)|| < ||z|]. Soient x € Im(q) et y € Ker(q).

En considérant les vecteurs z = x + Ay pour A € R, montrer que : (x,y) = 0.

(¢) En déduire que le projecteur ¢ non nul est orthogonal si, et seulement si, pour tout = € E, |q(z)|| <

][

4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

1.

(a) Soit donc z € Ker(u — id) N Im(u — id). Puisque z € Im(u — id), il existe y € E tel que
z = (u—id)(y) = u(y) —y. Composons par u cette relation, en notant que u(x) = = puisque
x € Ker(u) :
v = u(z) = u?(y) — u(y)
D’ou en recomposant par u, on obtient en itérant :

k—l(

r=u"y) —u y) pour tout k=1,...,n.

Sommons ces n égalités, on obtient :
ne = (u(y) —y) + (W(y) —uy)) + -+ @' (y) —u""(y) = u"(y) — y.

D’ou le résultat.

(b) On en déduit que pour tout n € N, on a :

nllz| = llu"(y) =yl < [[u" @) + Iyl

par 'inégalité triangulaire. Or par hypotheése on a ||u(y)|| < ||ly||. Par récurrence (que je vous
laisse rédiger), on montre que ||u"™(y)|| < ||y||. On obtient donc que pour tout n € N :

nllzll < 2[lyll.

2|ly|l

z|
on a donc Ker(u —id) NIm(u — id) = {0g}. Comme de plus dim(E) = dim(Ker(u — id)) +

dim(Im(u — id)) par le théoréme du rang, on a donc que :

Si z # Og, on aurait alors n < pour tout n € N, ce qui est impossible. Donc x = Og et

E =Ker(u — id) ® Im(u — id).

2. Soit x € E. D’apres 1.(b), il existe un unique couple (y, z) € Ker(u —id) x Im(u — id) tel que :

r=y+z

Pour y € Ker(u — id), on a par récurrence immédiate que u*(y) = y pour tout k € N et donc :

Yy=1y.

’Eﬁ
<
S~—
I
i
+ |~
—
(1=
IS
B
<
S~—"
I
i
+ |~
—
£
[~
o

0p(e) = e k() = S W) k() = (1) 1)

p+1

par télescopage. On en déduit par inégalité triangulaire que :

1 2|1t]
v, (2)|| < ——(||uP @) + ||t]]) < ——=
o) < =@+ ) <~
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3.

par inégalité triangulaire et en utilisant que ||uP(t)|] < ||t|| comme nous l'avions démontré a la
premiére question. Puisque lim = 0, on en déduit par théoréme des gendarmes que

lim_[lop(2)] = 0.
Finalement, on obtient donc :

Up(@) —w(@) =vp(y) + vp(2) —y =y +vp(2) —y = vp(2)
Dot ||vp(z) — w(z)|| = ||vp(2)|| = 0 lorsque p — +oo d’apres ce qui précede. D’ou le résultat.

(a) Supposons Ker(Q) et Im(Q) orthogonaux. Alors pour tout z € E, Q(z) — z € Ker(Q) et
Q(x) € Im(Q) sont orthogonaux, et on a par le théoréeme de Pythagore :

2] = 1Q(z) + (z = QE@)I* = |Q@)I* + |z — Q()|I* = [Q(=)]*.

D’oti en prenant la racine carrée, on obtient |Q(z)| < ||z

(b) Supposons que Vz € E, [|Q(x)] < ||z|. Soit € Im(Q) et y € Ker(Q) comme dans I’énoncé.
Considérons le vecteur z =z + Ay pour A € R. On a :

1Q)1? < 121> = 1Q)|1* < llz)|* + 2z, y) + A |ly|?
= |lz)? < |2 + 2X(z,y) + A |ly|I?
=0 < A2(z,y) + Ally?)

Ainsi on a A\(2(z,y) + Ally||?) > 0 pour tout A € R. Si ||y|| # 0 (ce qu’on peut supposer sinon
on a immédiatement (z,y) = 0), on a donc un polynéme du second degré ayant deux racines

A=0et A= 20 Y)
[yl
soit si et seulement si (z,y) = 0. D’ou le résultat.

Il est de signe constant si et seulement si ses racines sont confondues,

(¢) On a déja obtenu I'implication = en 3.(a). Pour la réciproque, on a vu que si [|@Q(x)] < ||z]|
pour tout z € E, alors Ker(Q) et Im(Q) sont orthogonaux : Ker(Q) C Im(Q)*. Comme de
plus on a par le théoréme du rang que dim Ker(Q) = dim(E) — dim(Im(Q)) = dim(Im(Q)"*),
on a donc Ker(Q) = Im(Q)* et Q est bien un projecteur orthogonal.

4. On a par inégalité triangulaire que pour tout = € E :

Jw(@)]| = [lw(z) = vp(2) + vp(@)|| < lw(z) = vp(@)[| + [lvp ()|

Or, toujours par inégalité triangulaire, on a :

1 <& 1 &
[vp(@) || < P kZ:OHu’“(x)H | S ll@) = .-

P70
Puisque HI_P lw(z) — vy(x)]| = 0, on en déduit par passage a la limite dans les inégalités que :
p——+o00
[w(@)] < [l]-

Par la question précédente, on a donc bien que w est un projecteur orthogonal.

Distance a un sous-espace

Exercice 15.14 (%)

Pour tous réels x et y, on note :  f(z,y) = (2+x+2y)? + (1 —22)* + (1 +2y)? + 3+ 2z — y)*.

On se place R* muni du produit scalaire canonique. On note a = (—2,1,1,3) et F = Vect(uy,us) avec
ur = (1,2,0,-2) et us = (2,0, -2, 1).

1. Montrer que pour tout (z,y) € R on a f(z,y) = |la — (zu; + yuz)

I

2. En déduire que la fonction f admet un minimum atteint en un unique couple (xg, yo) que on déterminera,
et préciser la valeur de ce minimum.
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Exercice 15.15 (% %)
Déterminer (z,y) € R? tel que f(z,y) = (—z+2)*> + 3z —y + 1)® + (z + y)? soit minimal.
Quelle est la valeur minimale de cette fonction ?

La somme de 3 carrés nous indique que 'espace euclidien & considérer est R® muni du produit scalaire
canonique. On a :

fly) =12 -2,143z—y,z+y)* = (2,1,0) — 2(1,-3,-1) — (0,1, -1) .

On cherche ainsi la distance du vecteur v = (2, 1,0) au sous-espace F' = Vect(vy,vs) avec vy = (1,—-3,—1)
et v = (0,1, —1). Calculons donc le projeté orthogonal p(u) de u sur F. On ne dispose pas d’une base
orthonormée de F'. On va appliquer la méthode du cours : p(u) € F donc il existe a,b € R tels que
p(u) = avy + bvy. D’autre part, u — p(u) € F*+ donc on a :

{<u —pw).n) =0 {<p<u>,v1> = (wo) {a<v1,v1> +b(v2, 01) = (u, 1)

(u—p(u),ve) = (p(u),v2) = (u, va) a(v, v2) + b(va, v2) = (u, v2)
1la —2b= -1 a=0
=4 =4
—2a+2b=1 b=1/2
On peut donc conclure par le cours que f admet un minimum global, atteint en un unique point (a,b) =

(0,1/2). De plus, ce minimum vaut f(0,1/2) =4+ 1/4+1/4 = g

Exercice 15.16 (k%) 2
Si P =ag+ a1z + az? et Q = by + by + bax? sont deux polynéme de Ry[z], on pose (P, Q) = Z a;b;.
i=0
On pose F' = {P € Ry[z], P(1) =0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ro[x] et en déterminer une base.

2. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur Ry[z].

3. Déterminer la distance entre le polynéme z? et F.

Exercice 15.17 (% %)
Le but de cet exercice est de prouver ’existence et de calculer la valeur de

(a,b)€eR?

1
A= inf / (e! —a —bt)*dt.
0
Sur E = %([0,1]), on définit un produit scalaire en posant pour tout (f,g) € E?, (f,g) =

f(t)g(t) dt.

1
0

Soient fi, fo et g les éléments de F définis par : Vi € R, fi(t) = 1, fo(t) = t et g(t) = e¢'. On pose

F = VeCt(fl,fz). Soit Q = af1 + bf2 eF.

1. Donner sous forme intégrale |g — Q||?.
2. En déduire qu’il existe un unique Q € F minimisant ||g — Qo|*.

3. Déterminer sans calcul les valeurs de (g — Qo, f1) et de (g — Qo, f2).
4. En déduire la valeur de A.
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Exercice 15.18 (k% %)
Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et E = R, [z] muni du produit scalaire défini par :

V(P,Q) € E*, (P,Q) =) P(H)Q(>).
1=0

On note F = {P € E, P(0) = P(n) = 0}. On considére les polynomes :
. My,
My = ieﬂog\{k}(x 1) et Np= Vi ()
pour tout k € [0, n].
1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur E.
2. Montrer que (Ng)o<k<n est une base orthonormée de E.
3. Montrer que (Ng)i<g<n—1 est une base orthonormée de F'.

4. Déterminer ’expression de la projection orthogonale d’un polynéme P € E sur F'.

5. Calculer la distance de P a F pour tout polynéme P de F.

Exercice 15.19 (k%)
On munit ., (R) du produit scalaire usuel. Soit F = {M € .#,(R), Tr(M) = 0}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .#,(R) et déterminer sa dimension.
2. Déterminer F*-.

3. Soit J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients sont égaux & 1. Déterminer la distance entre la
matrice J et le sous-espace F'.

Exercice 15.20 (k% %) 400
1. Soit n € N*. Vérifier qu’on définit un produit scalaire sur R, [z] en posant : (P, Q) = / P(t)Q(t)e tdt.
0

2. Etablir I'existence de réels pg, p1, ..., Pn (on précisera py) tels que :

@-D@=-2)...(w=n)=po+ »_prl+D)(x+2)...(x+k).

k=1
n
3. Vérifier que P(z) = Zpka:k est orthogonal au sous-espace vectoriel Vect(x, z2, ..., 2").
k=0
En déduire la distance du polynéme 1 au sous-espace vectoriel Vect(z, 22, ..., 2").
4. Déterminer de méme la distance de x™ au sous-espace vectoriel Vect(1,z,..., 2" ).

—+oo
1. Pour tout k € N, I'intégrale / the~t dt converge et vaut I'(k+1) = k!. Par linéarité de 'intégrale,
0
—+oo
il suit que pour tout P,Q € R,[X], 'intégrale / P(t)Q(t)e " dt converge également.
0

On a déja montré dans des exercices passés qu’'un tel crochet définit un produit scalaire sur R, [z].
Je vous laisse le vérifier.

2. B=(FPh=1,P=z+1,...,P,=(x+1)(x+2)...(x +n)) est une famille libre de R,,[z] (car les
degrés de ces polyndmes sont deux a deux distincts) de cardinal n+1 = dim(R,,[z]). C’est donc une
base de R, [x].

Puisque P = (x — 1)(z — 2)...(x — n) appartient a R, [z], il se décompose dans la base Z. D’ou
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I’existence des réels po, ..., p, tels que :

(@—1(@—=2)...(x—n)=po+ Y _pelx+1)(@+2)...(x+k).
k=1

En prenant z = —1 dans cette égalité, on obtient pg = (—1)"(n + 1)!.
3. Pour tout 1 < s < n, on obtient par linéarité de U'intégrale (tout converge) :
+00
0

(PX%) =S py / tHoetdt = 3 pl(k + 5)
k=0 k=0

= sl <po+ipk(s+1)(s+2)...(s+k)>

k=1

Mais en prenant x = s dans I’'égalité de la question 2, il suit :

Po+ > pr(s+1)(s+2) ... (s+k)=(s—1)(s—2)...(s—s)...(s—n) =0,

k=1
D’ou (P, X*) = 0 pour tout s € [1,n], et P est bien orthogonal au sous-espace Vect(z,z?,...,z").
Notons F = Vect(z,22,...,2"). F est de dimension n, donc F* est de dimension 1. Puisque P

est un vecteur non nul de F* (car le polynéme (z — 1)(x — 2)...(z — n) est non nul), il suit que
F+ = Vect(P). Le vecteur ﬁ constitue donc une base orthonormée de F'*, et le projeté orthogonal

de 1 sur Ft est donc :

P P P
)=(1, — )" =(1,P .
pr (0 = (L = PV e
1,P 1, P
Calculons d(1,F) = |1 — pr(D)|| = |lppc (V)| = |<||P||2>| IIP| = |<||P||> Or on a (en prenant s = 0

dans le calcul précédent) :

(1,P) :po+§n:pk(0+1)(0+2)...(0+k)
k=1
—(0-1)(0—2)...(0 —n) = (=1)"nl.

D’autre part, puisque P est orthogonal a F :
|PI? = > pi(Pia®) = po(P.1) = (1) (n +1)
k=0

On obtient finalement :
n! 1

nlvn +1 B NESE

d(1,F) =

n
4. On utilise la méme démarche, en définissant cette fois le polyndéme Q = Z 7 X" tel que :
k=0

X(X-l)...(X—nH):qo+§n:qk(x+1)(x+2)...(x+k).
k=1
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