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TD14
Vecteurs aléatoires

Maximum, minimum

Exercice 14.1 (%)
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi Z(p). Déterminer
la loi de Z = max(Xq,...,X,).

Exercice 14.2 (%)

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi 4(p) avec p €]0, 1],
et soit Z = min(Xy,...,X,). Montrer que Z suit une loi usuelle dont on précisera les paramétres. Calculer
E(Z)et V(Z).

Exercice 14.3 (% %)
Un sac contient N boules numérotées de 1 & N. On effectue dans ce sac n tirages d’une boule avec remise et
on note Z, le plus petit numéro obtenu. Déterminer la loi de Z,,.

Exercice 14.4 (% - Minimum et maximum de lois uniformes)
Soit a > 0 et soient X7,...,X,, n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme % ([0, a]).
On pose

Y = max(Xy,...,X,) et Z=min(Xy,...,Xp).

Montrer que Y et Z sont des variables aléatoires a densité et en déterminer une densité.

Exercice 14.5 (%% - Lois uniformes et loi de Pareto)
Soit n > 3 et soient Z1, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes sur (£, o7, P) suivant toutes la loi uniforme

1
sur |0, a], @ > 0. On pose alors X; = 7

1. Montrer que X; est une variable aléatoire a densité, et qu'une densité de X; est :

1
firxeR— az?
0 sinon.

sile7
a

2. Soit Y,, = min(X;,...,X,). Montrer que Y, est une variable a densité, et qu'une densité de Y,, est :

n

: 1
g:xeRH{a”x”“ Sz

0 sinon.
3. Montrer que Y,, admet une espérance et une variance, et les calculer.

4. Python. Ecrire une fonction pareto qui simule la loi de X,, pour a > 0 et n € N*,

Exercice 14.6 (% %)
Soit N une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n et p (n € N*, p €]0, 1]).

Soient X, X1,...,X, n+ 1 variables aléatoires suivant la loi uniforme sur [0, 1].
On suppose que Xg, X1, ..., X,, N sont mutuellement indépendantes.
1. Soit k € {0,...,n}. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire

Tk = min(XO,Xl, e ,Xk>.
2. On pose T' = min(Xp, X1,...,Xn)-

(a) Montrer que T est une variable aléatoire.
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(b) Montrer que T est une variable a densité et déterminer une densité de 7.

(c) Python. Ecrire une fonction simulation qui simule la loi de T’ pour n € N et p €]0, 1].

Exercice 14.7 (k%% % - QSP HEC 2015)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (2, o, P) de
méme loi exponentielle de parametre a > 0.

Pour z € R%, on définit la variable aléatoire N, par :

YweQ, Ny(w)= {mir.l(k € N*, X (w) > z) si cet ensemble n’est pas vide,
0 sinon.

1. Déterminer la loi de N, et préciser son espérance E(N,).

2. Déterminer lirf P(N, > E(Ny)).
Tr—r+00

Vecteurs aléatoires, fonction d’un vecteur

Exercice 14.8 (% %)
Une urne contient n boules numérotées de 1 & n (n > 3). On tire simultanément trois boules dans 'urne, et on
note X; le plus petit des trois numéros, X3 le plus grand et X5 le numéro intermédiaire.

1. Déterminer la loi de (X7, X5, X3).

2. En déduire la loi de X5, puis son espérance.

Exercice 14.9 (% %)

Soient X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Poisson (). Montrer que
X+Y
1+Z

admet une espérance, et la déterminer.

Exercice 14.10 (%% % - QSP HEC 2008)
Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, <7, P).

On considere n variables aléatoires a densité, de méme loi et indépendantes X1q,..., X,. On note F la fonction
de répartition et f une densité des X;.
Pour tout w € , on note (Y1 (w),Ya(w),...,Y,(w)) la suite des X;(w) pour 1 < ¢ < n réordonnés par ordre

croissant. On a donc Y;(w) < Ya(w) < --- <Y, (w) pour tout w de Q.

1. Sil1 <k <netxeR, montrer que :

P(Vi<a)=3" (”.)qu P,

=k N

2. En déduire que Y; admet une densité qu’on explicitera sans le signe Z

Somme de variables aléatoires

Exercice 14.11 ()
Soient X1, Xo, X3 des variables indépendantes de loi &(\), et soit T = X; + Xs + X3. Calculer P(T > 1).

Exercice 14.12 (% %)
On désigne par p un réel de ]0,1[. On considére une suite de variables aléatoires (X,,)nen+, indépendantes, dont
la loi commune est donnée, pour tout n € N*, par: P(X, =1)=pet P(X,,=—-1)=1—0p.
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1. On pose Y, = aX,, + b avec (a,b) € R2.
Déterminer a et b pour que Y,, suive une loi de Bernoulli de parametre p.

n
2. Pour tout n € N*, on pose S, = Z X.. Déterminer la loi de S,,.
k=1

3. Application. Un supporter de foot sort d’'un bar apres une longue soirée. A chaque seconde, il avance d'un
metre en se déplagant d’un metre vers la gauche avec la probabilité p, et d’'un metre vers la droite avec la
probabilité 1 —p. En ¢ = 0, il se trouve a la sortie du bar, a I'ordonnée y = 0.

(a) Donner la loi de son ordonnée a l'instant ¢ = n secondes.
(b) En moyenne, ou se trouve-t-il & ¢ = 10 secondes ?

¢ thon. Proposer une fonction d’entéte def marche(n,p) simulant la marche de ce supporter

Pyth P fonction d’entéte def he(n,p) simulant 1 he d t
pendant n secondes. Cette fonction renverra un vecteur de longueur n+ 1, dont la k-éme coordonnée
contient ’ordonnée du supporter & l'instant ¢t = k& + 1.

(d) Python. Proposer un script qui représente la trajectoire de ce supporter pendant 1000 secondes.

Exercice 14.13 (%% - Loi du x?)
Soit n € N*, et X4,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes la loi normale

o rédui 15 g2
centrée réduite. On note Z = 3 z; X5
1=

1
1. Montrer que §X 2 suit une loi usuelle que I'on déterminera.

2. En déduire la loi de Z.

Exercice 14.14 (%% - Loi binomiale négative)

On considére une expérience ayant probabilité p de réussite, et 1 — p d’échouer.

On répete 'expérience jusqu’a obtenir m succes, et on note X le nombre d’essais nécessaires.

On note également X; la variable aléatoire qui vaut 1 si 'expérience i a été un succes, et 0 sinon.

1. Reconnaitre la loi de X lorsque m = 1.
2. Déterminer la loi de X;.

3. Ecrire ’événement [X = k] en fonction d’événements formés & partir des variables aléatoires X7+ - -+ Xy 1
et Xk .

4. En déduire la loi de X dans le cas général.

5. En écrivant X comme somme de m variables aléatoires suivant une loi usuelle, déterminer I’espérance de
X.

Exercice 14.15 (%% - Loi I' & deux paramétres - &)
Soient b et v deux réels strictement positifs. On définit la fonction

0 sit<O0

s prle—t
f Wel/)b sit>0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans la suite, on consideére une variable aléatoire X admettant pour densité f, et on dit que X suit la loi
I’ de parametres b et v, et on écrit X — I'(b,v).

1
2. Quelle est la loi de EX ? Quelleest laloide X siv=17
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3. Reconnaitre la loi I'(1, v).

4. Montrer que X admet une espérance et une variance, et qu'on a E(X) = bv et V(X) = b?v.

5. Soient X7, X5 deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, &7, P) telles que X7 < T'(b,11) et
X9 <= I'(b,12). Montrer que X7 + Xo < I'(b, 11 + 12).
On pourra commencer par considérer la loi de % + %.

6. Plus généralement, si X1,..., X, sont n variables mutuellement indépendantes telles que X; < T'(b, 1),
montrer que X; + -+ X,, = T(b,v1 + -+ + vp).

7. Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (2, A, P) suivant la loi expo-
nentielle &(\). Montrer que X; + - - + X,, suit la loi I'($, n).

8. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi .47(0,1). Montrer que Y2 suit une loi I' dont on précisera les
parameétres.

Exercice 14.16 (k% %% - Oral ESCP 2014)
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, définies sur un méme
espace probabilisé (Q, 7, P) et suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.

n
Pour tout entier n > 1, on pose S, = ZXk et U, = min X
1 1<k<n

1. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Déterminer la loi de U,.

(b) Donner une densité de S,,. Montrer que pour tout z > 0,

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (Q, o7, P), indépendante des (X;) et qui suit la loi géométrique
de parametre p, avec 0 < p < 1. On définit S et U par :

pour tout w € Q, S(w) = Sy () (w) et U(w) = Un(w)(w).
On admet que S et U sont des variables aléatoires.

(a) Montrer que U est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de U.
(b) Déterminer la loi de S.

Exercice 14.17 (k% %% - QSP ESCP 2014)
Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (€2, o7, P), mutuellement indépendantes
et suivant toutes la loi géométrique de parametre p.

n

Pour tout n € N*, on pose S, = ZX’“'
k=1
. . . , o1 . , .
1. Soit n € N*. Montrer que la variable aléatoire — admet une espérance, que ’on notera par la suite m,,.
n

S
2. Soient (k,n) € N x N*. Déterminer I’espérance de 2% en fonction de m,.
n




