ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

— TDI14
Vecteurs aléatoires

Maximum, minimum

Exercice 14.1 (%)
Soient X7i,...,X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi %(p).
Déterminer la loi de Z = max(Xy,...,X,).

Puisque Z(€2) = {0, 1}, Z suit une loi de Bernoulli. Pour obtenir le parametre, remarquons que :

P(Z=0)=P(X; =0)" = (1 —p)".

Z suit donc une loi de Bernoulli de parametre 1 — (1 — p)™.

Exercice 14.2 (%)

Soient Xi,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi ¢(p)
avec p €]0, 1], et soit Z = min(X7y,...,X,). Montrer que Z suit une loi usuelle dont on précisera les
parametres. Calculer E(Z) et V(Z).

Exercice 14.3 (%k%)
Un sac contient N boules numérotées de 1 & N. On effectue dans ce sac n tirages d’une boule avec
remise et on note Z, le plus petit numéro obtenu. Déterminer la loi de Z,.

Pour tout ¢ € [1,n], notons X; la variable aléatoire donnant le numéro de la boule obtenue au
i-eme tirage. Les variables X7, ..., X,, sont indépendantes (tirage avec remise) et suivent toutes
une loi uniforme discréte sur [1, N]. Par définition, Z,, = min(Xy,...,X,). En particulier,
Zn(Q) =[1, N] et Z est une variable discrete.
Pour tout k € [[1, N] :

[Zn > k| =[X1>k]N---N[X, >kl

Les variables X; étant de méme loi et indépendantes :

P(Zy > k) = P(X, > k)" = (NN_k)n

formule valable pour k£ = 0 également. Reste & se ramener a la probabilité ponctuelle :

P(Zn = k) = P(Zn > k—1) = P(Zy > k) = (N_J\];“)n - (JVN_’“Y
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Exercice 14.4 (% - Minimum et maximum de lois uniformes)

Soit @ > 0 et soient Xq,...,X,, n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme
7% ([0,a]). On pose
Y = max(Xy,...,X,) et Z=min(Xy,...,Xp).

Montrer que Y et Z sont des variables aléatoires & densité et en déterminer une densité.

Exercice 14.5 (%% - Lois uniformes et loi de Pareto)

Soit n > 3 et soient Z1,...,Z, des variables aléatoires indépendantes sur ({2, <7, P) suivant toutes la
1
loi uniforme sur |0, a], @ > 0. On pose alors X; = 7
i
1. Montrer que X7 est une variable aléatoire & densité, et qu’'une densité de X7 est :
1 S 1
— six>=
f:zeR— { ar? —a
0 sinon
2. Soit Y;, = min(X7,...,X,). Montrer que Y, est une variable a densité, et qu'une densité de Y,
est :
n . 1
— siz >
g:x €Rw { aa™t
0 sinon

3. Montrer que Y,, admet une espérance et une variance, et les calculer.

4. Python. Ecrire une fonction pareto qui simule la loi de X,, pour a > 0 et n € N*.

1. On est dans le cas d’une variable fonction d’une variable aléatoire a densité. On procede
donc par étapes.

1

Etape 1. Support de X;. Puisque 0 < Z; < a, il suit X; = A >
1

SHN

. Ainsi X1(Q) C [, +ol.

a’
1

En particulier, F, (z) = 0 pour tout < —.
a

. 1
Etape 2. Fonction de répartition de X;. Pour tout x > — :

a

Fx,(x) = P(X; <x) :P<Z11 Sx)

—pP(zz1)=1-P(z<])
x x
<

1
) car Z; a densité
T

1 Lo 1
:1—F21<x)=1—x =1-—

a—O xra
a e 5 . 1NS1 :

1 1
1—-— siz>—
Fy,:zeR— xa T a

0 sinon.

p 1
FEtape 3. X1 variable a densité. La fonction Fx, est continue sur R sauf éventuellement en —
a
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comme composée de fonctions continues. Et en — :
a
lim Fx,(x) =0=Fx,(1/a) = lim+ Fx,(z).
1

z—17 T—
a a

o . . . 1
Ainsi, Fy, est continue sur R. Elle est aussi ¢! sur R sauf éventuellement en — comme
a

composée de fonctions €*. Donc X, est une variable & densité.
Etape 4. Densité de X;. Pour tout #1/a:
/ ) sixz > %,
Fy (z) =} ax
0 six < %

Une densité de X; est donnée par (en choisissant arbitrairement la valeur en 1/a) :

= o> 1
fx,:x €R— < ax? Br=a
0 sinon.
2. Pour tout x € R :
PY,>z)=P(X1 >z, Xo>uz, ..., X, >2)=P(X; >2)"

car les X; sont indépendantes et suivent la méme loi. On en déduit :
Fy (x)=1-P(Y,>x)=1-P(X;>z)"=1—- (1 - Fx, ()"

On a vu que Fy, est continue sur R et de classe ¢! sur R sauf éventuellement en 1/a. Donc
Fy,, est aussi continue sur R et de classe ¢! sur R sauf éventuellement en 1/a, en tant que
composée de fonctions qui le sont. Ainsi, Y,, est une variable & densité. De plus, pour tout
x#1/a:

R (2) = nF, (2)(1 — Fx, ()",

Une densité de Y,, est donc :

1 ]. . 1 n . 1
n—s-——— siz>= — gz >=
Jr s 2 € R o> nfx (@) (1-F, ()" = { " a2 (za)" T ‘= ‘
0 sinon 0 sinon
+oo n +o0 dg
3. Y, admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale / zg(x)dx = — —- con-
—o0 a” Jija X

verge absolument, donc converge car la fonction intégrée est positive. On reconnait ici une
intégrale de Riemann en +oo qui converge bien car n > 1. Ainsi E(Y;,) existe et vaut :

n a™ ! n

a*n—1 (n—1a’

n [T°dx n x

( ") a™ Jija am A—lgloo

—-n+1

1/a

too n [t dz
Y,, admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, I'intégrale / rg(r)dr = — —
—o0 a” Jija T

converge absolument, donc converge car la fonction intégrée est positive. On reconnait la
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aussi une intégrale de Riemann en +o0o qui converge bien car n—1 > 1. Ainsi E(Y,?) existe
bien, et :

—n a’'n — n — a
+2],, @n-2 (n-2)a?

n n n—1 = n 1
a 1/a & a A—+oo

Par la formule de Huygens, V (Y,,) existe et vaut :

n B n? _(n—l)Q—n(n—Q)ﬁ
(n—2)a?> (n—1)2%a? (n—2)(n—-1)2 a?

(n—2)(n—1)2a%
4. En suivant la construction des Y,,, on propose la fonction suivante :

1 [def pareto(a,n):

2 x = a*rd.random(n) #simule n réalisations indép. de X_1
3 y = np.min(x)
4 return y

Exercice 14.6 (%% %)

Soit N une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres n et p (n € N*, p €]0, 1]).

Soit Xo, X1,..., X, n+ 1 variables aléatoires suivant la loi uniforme sur [0, 1].
On suppose que Xg, X1,..., Xn, N sont mutuellement indépendantes.
1. Soit k& € {0,...,n}. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire

Tk = rnin(XO,Xl, ‘e ,Xk).
2. On pose T' = min(Xp, X1, ..., Xn).
(a) Montrer que T est une variable aléatoire.

(b) Montrer que T est une variable & densité et déterminer une densité de 7T'.

(¢) Python. Ecrire une fonction simulation qui simule la loi de T pour n € N et p €]0, 1].

1. Pour tout z € R :
P(T, > z) = P(Xo > z,..., X > 1) = P(Xo > z)"*!
car les variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi. On obtient :

P (z) = 1— (1 = Fx,(x))*".

2. (a) Ramenons nous a la définition : T est une variable aléatoire réelle si, et seulement
si, pour tout € R, [T" < z] appartient & 7, ce qui est équivalent a [T > z] € &/
(puisqu’une tribu est stable par passage au complémentaire). En utilisant le systéme
complet d’événements ([N = k) :

T > 2] = O[T>x]ﬂ[]\f:k]:O[Tk>x]ﬂ[N:k]
k=0

k=0
- O[X1>x]m---ﬂ[Xk>x]ﬂ[N=k}
k=0




ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Or Xi,...,X, et N sont des variables aléatoires, donc [X; > z] € &/ pour tout
j=0,...,net [N =Fk] € o aussi. Puisque &/ est stable par intersection et union
finie ou dénombrable, [T' > z] est bien un événement. Ainsi T' est bien une variable
aléatoire.

(b) Toujours avec le méme SCE, on obtient pour tout z € R :

Fr(z) = Zn:P([Tg 2 N[N =k = znjp(m <2]N[N =)
k=0 k=0

= Z P(Ty < 2)P(N = k) par indépendance

k=0
_ zn: (1= (1= Fx,(@)"") P(N = k)
k=0
= zn: P(N =k) =Y (1 Fx,(2))"' P(N = k)
k=0 k=0
=1—-(1- Fx,(x)) Z (Z) (1 FXO(x))kpk:(l p)n—k
k=0

Par composée et somme de fonctions continues sur R, Frr est continue sur R. Elle est
aussi de classe ¢! sur R sauf ENFP. Donc T est bien une variable & densité.

Précisons ’expression de Frp :

0 siz <0,
Frz)=q¢1—(1—-2)(1—px) si0<z<l,
1 siz > 0.
D’ou pour tout « # 0,1 :
0 six <0,
Frzx) =<1 —-pz)+p(l—2z) si0<z<l,
0 siz > 0.
Une densité de T est donc :
0 six <0,
frrxeR—=<S14+p—2pxr si0<x<l,
0 sixz > 0.

(c) On propose la fonction suivante :

1 [def simulation(n,p):

2 N = rd.binomial(n,p)
3 X = rd.random(N+1)

1 T = np.min(X)

5 return T

Exercice 14.7 (k% %% - QSP HEC 2015)
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé
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(Q, o7, P) de méme loi exponentielle de parametre a > 0.
Pour = € R* , on définit la variable aléatoire N, par :

Ve D Na(w)— {mir.l(k‘ € N*, Xi(w) > x) si cet ensemble n’est pas vide
0 sinon

1. Déterminer la loi de N, et préciser son espérance E(N,).

2. Déterminer lim P(N, > E(N,)).
T—+00

1. Notons tout d’abord que N,(2) = N (puisqu’on fait un minimum sur des entiers !). Cal-
culons :

P(Nxzo):P(ﬂ [nga:]> :N£$WP<ﬁXk§x>

keN* k=1
= lim P(X; <z)" car les v.a. sont indép.
N—~+oc0
=0 car 0<P(X;<z)<l.
Pour tout £ € N* :
[NQC:k]:[Xl Sa:]ﬁ[ngx]ﬂ--~ﬂ[Xk_1 Sx]ﬁ[Xk>x]

puisque £ = min(k € N*, Xj;(w) > x). Comme les variables X; sont indépendantes, on
obtient :

P(N, =k)=P(X; <z)...P(Xj_1 <x)P(X} > )
= P(X; <z)'(1-P(X; <x)).

Ainsi N, suit une loi géométrique de parametre 1 — Fx, (x) = e~ . En particulier, E(N,)

existe et vaut ——— = ¢%*

1 —FXl(l‘)

2. Soit € R%.. Notons n = L%J + 1. Alors :
1

+oo +o00
P(Ny > E(Ng)) = Y P(Ny = k) = Y Fx, ()" (1 = Fx, (v))
k=n k=n

FX1 (x)nil

=(1-Fx, (fﬂ))m

Puisque n — 1 = L#@)J’ on dispose des inégalités suivantes :
1

1
n—1< ———<n.
~1-Fx, (a;)
En particulier :
S S 3 f e —
1_FX1($) _1_FX1(CC)'
Puisque In(Fx, (z)) <0, on en déduit :
In(Fy, (z)) In(Fy, (z))
————= —In(F — 1) In(F >~ 2z
L g~ I () > (0= 1) In(F () > S



ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Comme Fx, (z) — 1 lorsque & — +00, il suit In(Fx, (z)) ~ Fx,(z) — 1. Ainsi :
T—r+00

In(Fy, (z)) In(Fy, (z))

lim —————~=-1=1i — In(F .
z—1>r-&{loo 1-— FX1 (1‘) x—1>r—&{loo 1-— FX1 (x) Il( X1 (m))
Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim (n — 1)In(Fx,(z)) = —1. Par

r—r—+00
continuité de ’exponentielle, on peut donc conclure que :

lim P(N, > E(N,)) =e L.

T—+400

Vecteurs aléatoires, fonction d’un vecteur

Exercice 14.8 (% %)
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (n > 3). On tire simultanément trois boules dans
I’'urne, et on note X7 le plus petit des trois numéros, X3 le plus grand et X5 le numéro intermédiaire.

1. Déterminer la loi de (X7, X2, X3).

2. En déduire la loi de X5, puis son espérance.

Exercice 14.9 (% %)

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Poisson & (\). Montrer
X+Y

1+72

que admet une espérance, et la déterminer.

Exercice 14.10 (k% %% - QSP HEC 2008)
Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé

(Q, 47, P). On considere n variables aléatoires a densité, de méme loi et indépendantes X7, ..., X,.
On note F' la fonction de répartition et f une densité des X;.
Pour tout w € €, on note (Y1(w), Ya(w),...,Y,(w)) la suite des X;(w) pour 1 < i < n réordonnés par

ordre croissant. On a donc Y] (w) < Ya(w) < --- <Y, (w) pour tout w de .

1. Sil <k <netzeR, montrer que :

P(Yy<al) =) <T.L>F(w)j(1 — F(a)".

j=k \J

2. En déduire que Y, admet une densité qu’on explicitera sans le signe Z

1. Fixons x € R. On définit la variable aléatoire N, en posant pour tout w € , Ny(w)
le nombre d’indices k € [1,n] tels que Xy(w) < z. N, correspond donc au nombre de
succes lors d’'une répétition de n épreuves de Bernoulli identiques (car les X}, suivent la
méme loi) avec probabilité de succes p = P(X; < x), et indépendantes (car les X sont
indépendantes). Donc N, suit une loi binomiale de parameétres n et p.

D’autre part puisque les Y; sont ordonnés, I’évenement [Y; < x] est réalisé si, et seulement
si, au moins k variables parmi (X7i,..., X,) sont inférieures & z, soit si, et seulement si,
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[Ny > k] est réalisé. Ainsi :

Pour tout € R ou F est dérivable :

n

')jf(w)F(ac)f‘—lu —F@)" =3

§

Une densité de Y}, est donc :

n—1

k—1

f%a:éRan(x)(

Jj=k j=k
n n—1
¥ (7)jf<x>F<x>”<1 _F@) -y
=k \/ =k
=nf(x) Z <n: i)F(m)j—l(l — F(z))" 7 —nf(x)
j=k \J

Lycée Louis Pergaud

2. On a obtenu 'expression de la fonction de répartition Fj de Y; a la question précédente.
En particulier Fj, est combinaison linéaire, somme et produit de fonctions continues sur R
(car F T'est). Donc F}, est continue sur R. Elle est de plus ¢! sur R sauf éventuellement
en un nombre fini de points pour les mémes raisons (car F' 'est). Donc Yy est a densité.

) (n—j)f(@)F(x) (1 - F(a)"

(’;) (n = ) f (@) F(x) (1 - F(z))"~!

)F(a;)“(l — F(z))" %,

Somme de variables aléatoires
Exercice 14.11 (%)

Soient X7, X3, X3 des variables indépendantes de loi &()), et soit T = X; + X9 + X3. Calculer

P(T >1).

Exercice 14.12 (k%)

On désigne par p un réel de ]0,1[. On considére une suite de variables aléatoires (X, )nen+, indépen-
dantes, dont la loi commune est donnée, pour tout n € N*, par: P(X,, =1) =pet P(X,, = —1) = 1—p.

1. On pose Y, = aX,, + b avec (a,b) € R%

Déterminer a et b pour que Y,, suive une loi de Bernoulli de parameétre p.

n
2. Pour tout n € N*, on pose S, = Z Xj. Déterminer la loi de S,,.

k=1



ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

3. Application. Un supporter de foot sort d’un bar apres une longue soirée. A chaque seconde, il
avance d’'un metre en se déplacant d’'un metre vers la gauche avec la probabilité p, et d’'un metre
vers la droite avec la probabilité 1 — p. En ¢ = 0, il se trouve a la sortie du bar, a ’ordonnée
y=0.

(a) Donner la loi de son ordonnée a l'instant ¢ = n secondes.
(b) En moyenne, ou se trouve-t-il & ¢ = 10 secondes ?

¢) Python. Proposer une fonction d’entéte def marche(n,p) simulant la marche de ce sup-

y P p p

porter pendant n secondes. Cette fonction renverra un vecteur de longueur n + 1, dont la
k-éme coordonnée contient I’ordonnée du supporter a l'instant ¢t = k + 1.

(d) Python. Proposer un script qui représente la trajectoire de ce supporter pendant 1000
secondes.

1. On cherche a et b tels que P(Y, =1) = P(X,, = 1) et P(Y,, =0) = P(X,, = —1), ce qui
revient a résoudre :
a+b=1 1
Sa=b=_.
—a+b=0 2

La variable Y,, = %

2. Pour tout k € [1,n], Xy = 2Y; — 1 et donc :
n
Sn =2 (ZY"?> —n.
k=1

n

Par stabilité de la loi binomiale, Z, = Z Y. suit une loi #(n,p). Il suit que S,(R) =
k=1

{2¢ —n, £ €[0,n]} et pour tout ¢ € [0,n] :

P(Sp=20—1) = P(Z, ={) = (”>pf(1 —p) .

3. (a) La loi de son ordonnée est précisément celle de S,,.

(b) Il s’agit de E(S10). Par linéarité de I'espérance :
E(S19) =2E(Z19) —10=2x 10 x p — 10 = 10(2p — 1).

(c) Rappelons que la commande rp.random()<=p renvoie le booléen True avec une prob-
abilité p, et False avec une probabilité 1 — p. Avec cette commande, nous pouvons,
a l’aide d’une boucle conditionnelle, simuler la variable X;. Reste a sommer pour
simuler la variable Sy et a conserver les résultats dans un vecteur u. On peut procéder

ainsi :
1 [def marche(n,p):
2 S=0
3 v = np.zeros(n+1)
4 for k in range(1,n+1):
5 if rd.random()<=p :
6 S = S5S+1
7 else :
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8 S =8S-1
9 vik] =S
10 return v

(d) On peut procéder ainsi :

= float(input('Donner p : "))
= np.arange(1001)

= marche (1000,p)

4 |plt.plot(u,v)

5 | plt.show()

w
< B O

Voici ce qu’on peut obtenir par exemple lorsque p = 1/2.

20 A

15 4

10 +

—=10 4

_15 -

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Exercice 14.13 (%% - Loi du x?)

Soit n € N*, et X4,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes la loi
n

1
normale centrée réduite. On note Z = 3 Z X?2.
i=1

1
1. Montrer que §X 2 suit une loi usuelle que I'on déterminera.

2. En déduire la loi de Z.

1. Posons Y = %X% On procede par étapes.

o Ensemble image de Y.
Puisque X1(2) =R, alors Y (©2) = R4 et pour tout z < 0, Fy(z) = 0.

e Fonction de répartition de Y.

10
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Soit > 0. Calculons :

Fy(z) = P(Y <) = P(X? <2z) = P(—V2z < X; </2x)

(V2z) — ®(—v2x) = &(vV2z) — (1 — B(V2z)) = 2B(V2z) — 1.

Fy :x—

{2@(\/295) —1 siz>0,
0

six <O0.

e Y est-elle a densité ?

Fy est de classe ¢! sur ] — 0o, 0[ et sur |0, +o0[ en tant que composée de fonctions qui
le sont. En O :
lim Fy(z) =0

r—0~
et 1
lim Fy(z) = Fy (0) =20(0) ~1=2x 5 —1=0.

z—0t
Donc Fy est continue en 0, et donc sur R. Y est bien une variable a densité.
¢ Densité de Y.
Six <0, Fy(x) = 0. Pour z > 0, calculons :

Fj(r) =2x

2 /
2r><<1>(\/%)

2x
\/§X 1 7(«22?)2
=4/— X —e
x V2T
1

“1/2 - 1 1
1/2 —x __ 5131/2 l—x

Vi T I(1/2)

Une densité de Y est donc par exemple :

1
21t s> 0
foeem v’ ¢ TETT
0 sit<O0.

On reconnait une densité de la loi y(1/2). Ainsi, Y suit une loi vy(1/2).

2. Par lemme de coalition, les variables %X 2 sont indépendantes. Par stabilité de la loi gamma,
Z suit donc une loi v (%).

Exercice 14.14 (%% - Loi binomiale négative)

On considere une expérience ayant probabilité p de réussite, et 1 — p d’échouer.

On répete I'expérience jusqu’a obtenir m succes, et on note X le nombre d’essais nécessaires.

On note également X; la variable aléatoire qui vaut 1 si I’expérience i a été un succes, et 0 sinon.

1.
2.
3.

Reconnaitre la loi de X lorsque m = 1.
Déterminer la loi de Xj.

Ecrire 'événement [X = k] en fonction d’événements formés & partir des variables aléatoires
X1 4+ Xp_q et X

En déduire la loi de X dans le cas général.
En écrivant X comme somme de m variables aléatoires suivant une loi usuelle, déterminer

I’espérance de X.

11

= P(X; <V2z)— P(X; < —V2z) =P(X; <V2zx)— P(X1 < —Vv2z) car X continue
P
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Exercice 14.15 (k% - Loi I' & deux paramétres - £9)
Soient b et v deux réels strictement positifs. On définit la fonction

0 sit<O0
f > tV_le_% 0
—— sit>
bT'(v)
1. Montrer que f est une densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une variable aléatoire X admettant pour densité f, et on dit que X
suit la loi I' de parametres b et v, et on écrit X — T'(b,v).

1
2. Quelle est la loi de EX ?7 Quelleest laloide X siv=17

3. Reconnaitre la loi T'(1, v).
4. Montrer que X admet une espérance et une variance, et qu’on a F(X) = bv et V(X) = b*v.

5. Soient Xi, X9 deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, .o, P) telles que X; <
I'(b,v1) et Xo < I'(b,12). Montrer que X1 + Xo < I'(b,v1 + 12).

On pourra commencer par considérer la loi de % + %.

6. Plus généralement, si X7, ..., X, sont n variables mutuellement indépendantes telles que X; —
I'(b,v;), montrer que Xy + -+ X, = T'(b,v1 + - +1p).

7. Soient X1,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (€2, A, P) suivant la
loi exponentielle &(\). Montrer que X1 + - - + X, suit la loi I'(}, n).

8. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi .4#7(0,1). Montrer que Y2 suit une loi I' dont on
précisera les parametres.

1. f est bien continue sur R sauf éventuellement en 0, et positive sur R. On cherche a présent

a montrer que :
+oo B 1 +oo v—1_—t/b
Lw F(6)dt = M(y)/o ol dr  (x)

converge et vaut 1. C’est l'intégrale d’une fonction continue sur ]0,4o0[, elle est donc
généralisée en 0 et en +o00.

Posons pour cela z = %. C’est un changement de variables affine donc licite. On a dt = bdx
et x: 0 — 4o0lorsque t : 0 — +o00. Par le théoreme de changement de variables, 'intégrale
(%) est de méme nature que l'intégrale :

+o0 +oo
bx)’ e bdx = b 2’ le dg.
(
0 0

“+o0o
On reconnait ici une intégrale I'(v) qui converge car v > 0. Ainsi / f(t) dt converge, et
—00

+oo 1 y
/m F(O)dt = GresbTw) =1

f est bien une densité de probabilité.

1
2. Y = EX est une variable a densité par transformation affine d’une variable a densité, et

12
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une densité de Y est donnée par (formule du cours) :

0 sit<0

fyit=ofbt)y=¢ 1, , . '
—F(V)t e sit>0

Ainsi, Y suit une loi y(v).

Siv=1:

0 sit<0
t—= <1
f Ee_t/b Slt>0

On reconnait une densité d’'une loi & (%) Donc X suit dans ce cas une loi exponentielle de

parametre 5
3. La loi I'(1,v) n’est autre que la loi y(v).

1
4. Utilisons que Y = EX suit une loi y(v).

Par linéarité de 'espérance, E(X) existe et vaut :
E(X) = bE(Y) = bv.
Par propriété de la variance, V(X)) existe et vaut :

V(X)=b0V(Y)=bv.

5. Puisque X7 et X, sont indépendantes, il en est de méme de & et de & par le lemme
de coalition. De plus, ces variables suivent une loi y(v1) et y(v2). Par stabilité de la loi
Gamma, %(Xl + X5) suit une loi v(v1 +v2) = I'(1, 1 +1v2). D’apres la question 2., X7 + X,
suit la loi I'(b, v + v9).

6. On raisonne par récurrence sur n € N*,

Init. Sin =1, c’est immédiat. Donc la propriété est vraie au rang n = 1.
Hér. Soit n > 1 et supposons la propriété vraie au rang n. Montrons la au rang n + 1.
Par hypothése de récurrence, X + --- + X, suit une loi I'(b,v1 + -+ + 11,). Par le

lemme de coalition, X7 + --- + X, est indépendante de X, ;. Enfin en utilisant la
question précédente, on en déduit que :

Xit+ o+ Xn+ Xnpr =X+ + Xn) + Xppg 9 T(bva 4+ + vn + vpga).

On obtient donc le résultat voulu par principe de récurrence.

7. Soient Xi,...,X, mutuellement indépendantes suivant une loi &(\) = I'($,1). Par la
1
A

question précédente, on en déduit que Xq + - - - + X, suit une loi I'(5, n).
Y2
8. On a vu a I’Exercice 14.13 que 5 suit une loi (1/2) = T'(1, 3). Par la question 2, Y suit

une loi I'(2, 3).

Exercice 14.16 (%% %% - Oral ESCP 2014)
Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, définies sur
un méme espace probabilisé (€2, o7, P) et suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.

13
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n
Pour tout entier n > 1, on pose S, = kz_:le et U, = 12%%1 X

1. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Déterminer la loi de Uy,.

(b) Donner une densité de S,,. Montrer que pour tout x > 0,

n—1 \k k
Nox

—A\x
P(S,>z)=ce ,;0 I

2. Soit N une variable aléatoire définie sur (2,.o7, P), indépendante des (X;) et qui suit la loi
géométrique de parametre p, avec 0 < p < 1. On définit S et U par :

pour tout w € Q, S(w) = Sy()(w) et U(w) = Un () (w)-
On admet que S et U sont des variables aléatoires.

(a) Montrer que U est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de U.

(b) Déterminer la loi de S.

1. (a) On a déja fait ce calcul (voir cours par exemple) : U, suit une loi &(nA\).

b) La aussi, le calcul a déja été fait (voir cours). On montre que S, < I'(+,n). On en
J q by
déduit que pour tout x > 0 :

A" +oo
P(S, >z) = —/ t"lem A dt.

I'(n)
Soit A > x. On fait une intégration par partie :
+ tn—l €_>\t
\ At
o
- n— 1)t"2 —
(n=1) .
N\
oMt
22

N\
e—)\t
O N o
Les fonctions t — t" 1 et t — e~ sont de classe €™. On obtient donc :
A, Le N Ly N o M]A
n— — _ n— n—
n—1 . ] —A\x
N (n 1) ' nflfkelﬁ_l
A—+o00 =0 (n—k—l). A

par croissances comparées. On en déduit que :

P(Sn>0) = 505 2 ko 1)1 w:gmx

14
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2.

(a) On cherche la fonction de répartition de U. Notons tout d’abord que U €]0, +o0[
presque surement, et donc que Fy(x) = 0 si z < 0. Soit > 0. On applique la FPT
avec le SCE ([N = n|)nen+ (on pourra toujours procéder de cette maniére dans cette

situation).
+oo
Fy(z) =) P(U <a]N[N =n))
n=1
+oo
= 3" P(Un < 2] N[N = n))
n=1
“+oo
= Z PU, <x)P(N =n) par indép
n=1
+oo
=Y (1-e?*P(N =n)
n=1
+oo +oo
= Z P(N =n)— Z e (1 —p)n~ip
n=1 n=1
+oo
=1 Y ()
n=1
1
-1— —Az
¢ pl—e—m(l—p)
_ 1 —e A
C1—e (1 —p)

Ainsi la fonction de répartition de U est donnée par :

0 sixz <0
Fy:z— 1—e 2
1—e (1 —p)

siz>0

On vérifie que cette fonction de répartition est continue sur R (il faut étudier notam-
ment ce qui se passe en 0), et de classe €' sur R privé de 0. Donc U est & densité.

Pour tout z # 0 :
0 six <0,
Fi(z) = ¢ Xe (1 — e (1 —p)) 4 (1 — e ) (1 — p)re
(1 —e (1 —p))?

sixz > 0.

Une densité de U est donc :

0 six <0,
fra= 9 de (2 —p) = (2—2p)e ™)

(1= e (1= p))? si x > 0.

(b) Puisque S > 0 presque surement, Fg(z) = 0 pour tout < 0. Supposons x > 0. Par

15
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la FPT :
+oo +o0
P(S>x):ZP(S>a:, N:n):ZP(Sn>a:, N =n)
n=1 n=1

= Z P(S,, > z)P(N =n) par indépendance

N +oo /n—1 Akak 1
-y (S )a—m"—
n=1 \k=0 '
+oon—1 )\k k

—e” pzz o (1—p

n=1 k=0

La série double considérée est a termes positifs. De plus, elle converge. Elle converge
donc absolument, et on peut appliquer Fubini.

+oo  +oo )\kk X N\kepk £

(S > IL‘ —e )\zp§ : 2 : )n—l e—)\mpi : 1 _p)n—l
k=0 n=k+1 ! ! n=k+1
+oo vk .k 400 yk,.k
AN 1 AN
Az k -z k
=e p A-pf' =™ (1-p)
= K 1-(1-p) = K

ef)\:ve)\x(lfp) — e*/\px.

Finalement, on obtient que P(S < z) =1 — e~**. § suit donc une loi &(\p).

Exercice 14.17 (%% %% - QSP ESCP 2014)
Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (£, <7, P), mutuellement in-
dépendantes et suivant toutes la loi géométrique de parameétre p.

n

Pour tout n € N*, on pose S, = ZXk'
k=1

1
1. Soit n € N*. Montrer que la variable aléatoire 5 admet une espérance, que ’'on notera par la
n

suite my,.

S
2. Soient (k,n) € N x N*. Déterminer I'espérance de ZE en fonction de m,.

Sn

1. Puisque les X; suivent des lois géométriques, il suit que S, > 1 presque surement. Ainsi

1
0< g = < 1 presque surement, et £ ( ) existe par théoréme d’existence de I'espérance par
n

domination.

2. On étudie plusieurs cas :

S
e Cas k =n. Dans ce cas S—k =1 et son espérance existe et vaut 1.
n

e Cas k > n. Dans ce cas :
S Xpy1 4+ Xp

Pk
g, — 't S

1
Par lemme de coalition, les variables X, ;1 + --- 4+ Xi et — sont indépendantes, et

n
admettent toutes les deux une espérance. Par produit de variables indépendantes,
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X 4 X
ittt Ak admet une espérance, et :
Sn
X + ...+ X 1 k—n
E( n+1 k):E(Xn+1++Xk)E(): My,
S Sn P
. Sk . —n

L’espérance de — existe donc, et vaut 1 + ——m,,.

n

X.
e Cas k < n. Pour tout i € [1,k], commencons par remarquer que les variables —*

n
suivent la méme loi. Pour le voir, notons d’abord que les vecteurs (X1, ..., X;,... Xy)
et (Xi,...,X1,...X,) ont méme loi (quitte & se ramener a la définition de la loi

x
d’un vecteur du cours). Comme la fonction g : (z1,...,2,) — — 1 st
Ty,
continue sur (R%)™ (cette notion sera précisée dans un prochain chapitre), on en

déduit (propriété du cours) que :

X1 X’L

X, ., X, .., Xpy)=—=—— t Xio. .. Xq,...,.Xp) =———
g( 1 5 <Ny ) n) X1++Xn € g( [ y A1, ) n) X1++Xn

ont méme loi pour tout 3.

X.
De plus, pour tout ¢ € [1,k], les variables S—l admettent une espérance puisque
n

0 < =% <1 (existence de I’espérance par domination). Par linéarité de l’espérance :

S
Sn (X
1=FE(2) =) E(%+
(5)-22(5)

n

X
= Z FE <S1> car elles sont de méme loi
i=1 "

X1
—nE (2L
! (Sn)
1
Donc pour tout ¢ € [1,n], E (%) = —, et par linéarité de I’espérance, on obtient :
n n
(2)-$5(2)-
Sn/) - S,)] n
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