
ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Analyse asymptotique
TD0b

Exercice 0.7 (F)
Calculer les développements limités suivants en 0 :

1. x 7→ 1
2 + x

à l’ordre 4 ;

2. x 7→ ln(e+ x) à l’ordre 4 ;

3. x 7→ ax + bx à l’ordre 3 ;

4. x 7→ cos(x)− sin(x2)
2 à l’ordre 4 ;

5. x 7→ (1 + exp(x))2 à l’ordre 3.

6. x 7→ sin(x) cos(2x) à l’ordre 4.

7. x 7→ sin(x)
1− x2 à l’ordre 4.

8. x 7→ 1 + x

1− x à l’ordre 3.

Exercice 0.8 (FF)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

1. f : x 7→ cosx à l’ordre 4
au voisinage de π

3 .
2. f : x 7→ ex à l’ordre 4 au

voisinage de 1.
3. f : x 7→ x

x− 1e
1
x au

voisinage de +∞.

Exercice 0.9 (F)
Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→0

x− ln(1 + x)
x2 ;

2. lim
x→0

ex − cos(x)− x
(ln(1 + x))2 ;

3. lim
x→0

x(ln(1 + x) + 1− ex)
sin(x)− x ;

4. lim
x→1

(x+ 2)(x− 1)
x ln(x) .

Exercice 0.10 (F)
1. À l’aide de la formule de Taylor-Young, montrer que arctan(x) =

x→0
x− x3

3 + o(x3).

2. En déduire lim
x→0

arctan(x)− x
2x− 2 ln(1 + x)− (sin(x))2 .

Exercice 0.11 (FF)
Soit f la fonction définie sur R \ {1} par f(x) = x

√
x2 + 1
x− 1 .

1. Donner le développement limité de f à l’ordre 2 au voisinage de 0. En déduire la tangente T0 à
Cf en 0 et leurs positions relatives.

2. Montrer que f(x) =
+∞

x+ 1 + 3
2x + o

(1
x

)
. Que dire de Cf en +∞ ?
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Exercice 0.12 (FF)
Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Si un = (2n− 1)3, alors :

� un = o
n→+∞

(n3) � un ∼
n→+∞

8n3 � un = o
n→+∞

(n4) � un ∼
n→+∞

n3 � un = o
n→+∞

(
n4

2

)
2. Si un = 2

n −
3

n
√
n

+ 1
n2 , alors :

� un ∼
n→+∞

2
n � un = o

n→+∞

( 1
n

)
� 1

n = o
n→+∞

(un) � un = 2
n + o

n→+∞

( 1
n

)
� un = 2

n + o
n→+∞

(
1

n
√

n

)
3. Soit (un) une suite réelle. Alors un+1 ∼

n→+∞
un.

4. Soient (un), (vn), (an), (bn) des suites telles que un = o
n→+∞

(an) et vn = o
n→+∞

(bn).

� si an ∼
n→+∞

bn, alors un + vn = o
n→+∞

(bn) � si an = o
n→+∞

(bn), alors un + vn = o
n→+∞

(bn).

5. Si un ∼
n→+∞

vn, alors :

� un + 1 ∼
n→+∞

vn + 1 � 2un ∼
n→+∞

vn � − un ∼
n→+∞

−vn � unvn ∼
n→+∞

u2
n � un − vn = o(vn)

� ln(un) ∼
n→+∞

ln(vn) � eun ∼
n→+∞

evn

Exercice 0.13 (FF)
Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1. un = exp
(

1−
√
n

1+n

)
− 1 2. vn =

√
n2 + 1− 3√n3 + n 3. wn = sin

(
cos

(
π
2 −

n
2n

))

Exercice 0.14 (FF)
Déterminer les limites des suites suivantes :

1. un = 3n2 + (−1)n√
n2 + 2 + ln(n)

2. vn =
(
cos 1

n

)n2
3. wn = n2

(
cos

(
1
n

)
− cos

(
1

n+1

))

Exercice 0.15 (FFF)
1. Montrer que pour tout n ∈ N, l’équation tan x = x admet une unique solution dans

]
−π

2 + nπ, π2 + nπ
[

que l’on notera xn. On définit ainsi une suite (xn)n≥0.

2. Montrer que xn ∼ nπ.

3. Montrer que xn − nπ ∼ π
2 .

4. Montrer que xn − nπ − π
2 ∼ −

1
nπ . En déduire que xn = nπ + π

2 −
1
nπ + o

(
1
n

)
.

Exercice 0.16 (FF - Pour s’entrainer encore)
1. Déterminer un équivalent simple au point considéré des fonctions suivantes :

(a) x 7→ sin(x) + cos(x)− 1
tan(x− x cos(x)) en 0. (b) x 7→

√
1 + tan(x)2 − 1

tan(x) en 0.

2. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :
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(a) un = n− ln(n) + 4/n
en − n2 . (b) un =

[
tan

(
π
4 + 1

n

)]n
.

3. Étudier les limites suivantes :

(a) lim
x→0

ex ln(1 + x)− x√
1 + 2x− 1

(b) lim
x→+∞

( ln(x)
x

)1/x
.

(c) lim
x→1

ex
2+x − e2x

cos(πx/2) .

(d) lim
x→0

ex − 1 + x2 + sin(x)3

3√1 + x− 1
.
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