ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

—— TDOb
Analyse asymptotique, fonctions convexes

Analyse asymptotique

Exercice 0.7 (%)
Calculer les développements limités suivants en O :

1. 7 5.+ (1 +exp(z))? a lordre 3.

a lordre 4 ;
+x

. 6. = — sin(z) cos(2z) a 'ordre 4.
2. z— In(e+ ) a lordre 4 ;

sin(z) . |,
3. x+— a®+b* & lordre 3 ; 7.xl—>1_x2alordre4.
. 2 J:.
4. x + cos(x) — sm(;c ) a l'ordre 4 ; 8. x+— T2 a l'ordre 3.

Exercice 0.8 (% %)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

1
er au
1

1. f:x+— cosxz alordre 4 2. f:xz e alordre 4 au 3. f : x —
au voisinage de 7. voisinage de 1.

voisinage de +4oc0.

Exercice 0.9 (%)
Calculer les limites suivantes :

—In(1 In(1 1—¢*
1. limw; 3.l PR+ D) +1 =€)
150 " =0 sin(z) — x
z _ _ _
2. lim cos(z) 21‘ ; 4. lim —(x 2 1).
z=0  (In(1+ z)) z—1  zln(x)
Exercice 0.10 (%) 25
1. A Taide de la formule de Taylor-Young, montrer que arctan(z) =% 5 + o(3).
T—

2. En déduire lim arctan(z) — x. )
2—0 2x — 21In(1 + ) — (sin(x))?

1. Rappelons pour commencer le résultat suivant :

Rappel. Existence d’un développement limité d’ordre n.

Soit f : 1 - R, a € letn e N. Sifestclasse > sur I, alors f admet un
développement limité d’ordre n en a, donné par la formule de Taylor-Young :

n ) (g
e SE A e R e )
P k!

La fonction f = arctan étant de classe € sur R, elle admet un développement limité a
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Pordre 3 en 0 qui est d’apres la formule de Taylor Young :

z+ fl/<0).7}2 + f(3)(0)$3 + 0(1'3).

arctan(z) = f(0) + f'(0) 2! 3!

Comme arctan est impaire, il n'y a que des termes impairs dans son DL, de sorte qu’on
peut préciser :
F&(0)

3!

arctan(x) = f'(0)x + 23 + o(x3).
Reste donc a calculer les valeurs manquantes :

, 1 ,, _ —2x
fiz) = : f(x)—m

—2(1 4 %)% 4 82%(1 + 2?)

(14 22)4
soit f/(0) =1 et f®(0) = —2. On en déduit en remplacant dans le développement limité
que :

fO () =

3

-2
arctan(z) = x + ?933 +o(z®) =2 — % + o(z?).

2. A laide du DL obtenu & la question précédente, on en déduit 1'équivalent
3

x , ‘
arctan(x) — x Rt D’autre part :
2?2 a3
22 —2In(1 +z) — (sin(z))? =22 — 2 (2 — -t 3 +o(x®) | = (z + o(z?))?
2 2 2
9y _9 2_ 4.3 .2 3y _ _ 4.3 3y . _%.3
x—2r+z g0 + o(z?) 3% 4—0(36)@_)0 37
3
t - -2
Ainsi, arctan(z) — @ 3_ — — ce qui permet de conclure :

2z — 2In(1 4 x) — (sin(x))? 250 _% 2

I arctan(x) — x
im
2—0 2z — 21In(1 + z) — (sin(z))?

1
5"

Exercice 0.11 (% %) oV/TZ 1

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = "

1. Donner le développement limité de f a I'ordre 2 au voisinage de 0. En déduire la tangente Tj a
¢y en 0 et leurs positions relatives.

3 1
2. Montrer que f(x) = +1+ o +o () Que dire de €y en 400 ?
00 T T

1. On dispose des DL en 0 suivants :

1
V22 +1 = zx (14o(z)) =z +o(x?) et = —1—2—2%+0(2?).

x—0 xr—1 z—=0

D’ou par produit :

f(x) = (x+o0(x?) x (=1 —2 -2 +0(2?)) = —x — 2° + o(z?).

z—0

On obtient alors la tangente en 0 en conservant les termes de degrés 0 et 1. La tangente a
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f en 0 est donc y = —zx. De plus :
) 2y .2
f(ac)—i—xxzo x” +o(x )x%O x”.
z) + x est donc du signe de —z“ au voisinage de 0, donc négatif. On peut en conclure
d du si d 2 isi de 0, d égatif. O 1
que Ty est au dessus de 6y au voisinage de 0.

2. Factorisons pour faire apparaitre le terme % (qui tend vers 0 lorsque x — +00) :

Vaz +1 1 1
X xT
Calculons :
1+ L = 1+1 L + L
Vite. ST ) ol
et

10, (gm0 () < (1))

S £ TR Y
z—too z 72 2z2 " O\g2
o)
= z+1+_—+o(—
x

En particulier :
3
— 1) ~ —.
fl@) = (@ +1) z—+00 2T
3
Ainsi lim f(z) — (z 4+ 1) = 0, et f(z) — (z 4+ 1) est du signe de —, donc positif, au
xr—+00 2z
voisinage de +00. On peut interpréter ce résultat graphiquement en disant que la courbe
¢y « tend » en +oo vers la droite d’équation y = x + 1, et qu’elle est au dessus de cette
droite au voisinage de +0c0. On parle d’asymptote oblique a la courbe en +oc0.

On retiendra de cet exercice les points suivants :

Vo) A retenir. Etude locale d’une fonction.
 Pour déterminer la tangente & € en un point a, on peut effectuer un DL (a) de f : 'équation

de la tangente est alors donnée par les termes de degrés 0 et 1 de ce développement limité.

e Pour déterminer la position relative de la courbe représentative d’une fonction f par rapport
a sa tangente, on cherche un équivalent de = — f(z) — f(a) — (x —a)f'(a) en a en effectuant
un DL de f:

f(@)— fla) = f'(a)(x —a) ~ ap(x—a)’ avec a,€R*etpeN\{0,1}.

T—a
Alors z — f(z) — f(a) — f'(a)(x — a) est du signe de a,(z — a)P au voisinage de a :

— si p est pair, f(z) — f(a) — f'(a)(xz — a) est de signe constant au voisinage de a. La
courbe est au-dessus ou en-dessous de sa tangente en a (suivant le signe de a,).

— si p est impair, f(z) — f(a) — f'(a)(z — a) change de signe en a. La courbe traverse sa
tangente en a. On parle de point d’inflexion.
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#5 A retenir. Asymptotes obliques.

Soit f : I — R. On dit que f admet une asymptote oblique en +oo s’il existe (a,b) € R? tel que
f(x) — ax — b tende vers 0 en +oo.

Exercice 0.12 (%)
Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Siu, = (2n —1)3, alors :

Ou,= o (¥ Ou, ~ 8% Ou,= o (n*) Ou, ~ n* Ou,= o (”)

n—-+oo n—-+o0o n—-+oo n—-+oo n—-+oo
2. Siun:%—ﬁ—i-%, alors :

DunwgDunzo()D

1
n—-+oo n n—-+o0o n

_ 2 1
D up = n +n—)(2i'00 ("\/E>

3. Soit (u,) une suite réelle. Alors on a u,r1 ~ Uy,

= o0 (uw) Ou,=24 o (%)

n—-+oo n n—-+oo

S=

n—-+o0o
4. Soient (uy), (vn), (an), (by) des suites telles que up, = o (an) et v, = o (by), alors :
n—-+o00 n—-+o00

O si ay, et b,, alors u, + v, = nﬁ(ioo(bn) O sia, = nﬁoﬂ)o(bn), alors u, + v, = nﬁqroo(bn).

5. Siu, ~ v, alors:
n—-+4o0o
U 1 ~ 1 0O2 ~ O — ~ = ] ~ 2 O — =
Un + n—-4oo Un + Un n—-4oo Un Un n—-4o0o Un Unn n—-+4o0o un Un Un O(Un)

O In(uy,) ~ In(v,) O e*n ~ evn
n—+0o0o n—-+0oo

1. Fait en cours.

2. Fait en cours.

Un+1
.
Un, n—-+oo

doute (7) qu’on peut trouver une suite réelle ne satisfaisant pas cette condition. Cette
affirmation est effectivement fausse, et un contre-exemple est donné (par exemple) par une
suite géométrique de raison ¢ # 1. En effet, si (u,,) est définie par u,, = ¢" pour tout n € N,
alors :

3. Rappelons que un41 ~ u, si, et seulement si, En écrivant cela, on se

Unt1 qn+1
T = —=q — q# 1.

Up, q n——+o0o

u v
4. On suppose que u, = o(ay) et que v, = o(b,), ce qui s’écrit encore lim — = 0 et lim b—n =0.

an n

O Tentons de le vérifier en revenant & la définition :

Up, + U, Un  Up Un, Ap | Un

_— = = — X —+——0x14+0=0.

by, b, by, an b, b,
Ainsi, l'affirmation w,, + v, = o(b,) est vraie.

[ La aussi, tentons de le vérifier :

Up + U U v u a v

o Ty . T P Y w0 04-0=0.

Donc Paffirmation u,, + v, = o(b,) est vraie.



ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

LU
5. On suppose que u, ~ Uy, soit — — 1.
Un

[J 11 est peu probable que cette affirmation soit vraie, puisqu’on somme ici des équiv-
alents. Il faut donc déterminer un contre-exemple. Je vous laisse vérifier que u, =

1 1
—1+—etv,=-1+ — conviennent.
n n
[ Cette affirmation est fausse puisque :

2
Sn_oln Lo x1=241.
Uy, Vp,

Donc l'affirmation 2u,, ~ v,, est fausse.
[0 Cette affirmation est vraie, ce qu’on vérifie aisément en revenant & la définition :

—Unp Unp,
=" 1
—Un Un,

[ En se souvenant que les équivalents sont compatibles avec le produit, on obtient :
_ .2
Up X Up ™~ Uy X Up = U,

L’affirmation est donc vraie.

[ Cette affirmation est vraie. En effet, et on 'avait établi au chapitre O :

. U . U . Up — U
Up~vp e lim —=1& lim (2 —-1)=0« lim (——) =0< u,—v, = 0o(vn).
n—-+oo Un n—-+oo Un n—-+o0o Un

Et cette affirmation peut-étre bien utile en exercice.

A retenir. Equivalence de deux suites.

On dispose de I’équivalence suivante :

Up ~ Uy <= Uup— v, =0(vy) (ou encore u, = vy, + o(vy,)) ‘

[ Cette affirmation est probablement fausse en général, puisqu’on compose ici par le
logarithme. Cherchons un contre-exemple : u, =14+ — et v, = 1+ — conviennent
n n
(je vous laisse le vérifier).

[J Méme chose ici, on compose des équivalents par le logarithme. Cette affirmation est
bien fausse : prendre u, = n et v, = n + 1 pour le montrer.

Exercice 0.13 (%)
Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1— . - 2 —n3 . = gi T _n
L un:exp< \/ﬁ>_1 2. vy =Vn2+1-Vnd3 +n 3. wy =sin (cos (§ — 9))
1+n
1-— — 1 —
| 1. Puisque J ~ 7\/5 = ———, on en déduit lim J = 0. Comme de plus
14+n not+o n Vn n—s+oo 1+n
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e —1 ~ wu, on obtient (par I’équivalent usuel exp(u) —1 ~ w:
u—0 u—0

w(18) o v

1+n ntoo 14m n-too _ﬁ'

2. Cette expression fait apparaitre une différence entre deux termes, ce qui nous pousse a
passer par un développement limité. Pour tout n € N* :

1 1
vn:\/n2+1—\3’/n3+n:n\/1+2—n<’/1+2
n n
o gE o ge () mm e () s
" 2n? 32 7 %\n2)) T en TO\n) i 6n

3. On sait que cos(§ — 6) = sin(f), d’ott ici pour tout n € N :

Wy = sin | sin on .

. n . ’ . .. n .
Or lim — = 0 par croissances comparées, et lim sin(=-) = 0 par composition avec la
n——+oo 2N n——to0 on

fonction continue sin. D’ou, en se rappelant que sin(u) aoLE
u—

(. (n _(n n
Wp = Sln27 NSln27 N27

Exercice 0.14 (%)
Déterminer les limites des suites suivantes :

e | e’ | et

Exercice 0.15 (%% %)
1. Montrer que pour tout n € N, I'équation tan z = = admet une unique solution dans | —5+nm 5+ n|
que l'on notera x,. On définit ainsi une suite (,)n>0-

2. Montrer que x, ~ nm.

3. Montrer que z,, — nw ~ 3.

s

1 S = T _ 1 1
4. Montrer que z,, — nm — § ~ —-=~. En déduire que z,, =nm + § — - +o0 (n)

Exercice 0.16 (%% - Pour s’entrainer encore)
1. Déterminer un équivalent simple au point considéré des fonctions suivantes :

(a) 7 sin(x) + cos(z) — 1 en 0. (b) s V1 +tan(z)? — 1

tan(x — z cos(x)) tan(z)
2. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :
-1 4 _ 1\ 1"
(a) w, = L)+ 4/ (b) un = [tan (5 +1)]".

en_n2

3. Etudier les limites suivantes :
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(a) 1 e!In(l+z)—=x BT _ 2
im m -
=0 /1+2x—1 (c) il—>ml cos(mz/2)
In(x) /e . e® — 1422 +sin(x)3
i d) 1 .
(b) xkﬁloo( " ) : @ e -1

1. (a)

On cherche un équivalent du numérateur, puis du dénominateur pour commencer.

Au numérateur apparait des sommes, on va donc passer par un développement limité :

x? 72 x?
sin(z) + cos(z) — 1 =z + o(z?) + 1 — 5 +o(z?) - 1= —3 + o(z?) ~ -5
Au dénominateur, remarquons que x—x cos(z) —6 0. Par substitution dans I’équivalent
T—
usuel tan(u) ~ wu, on obtient :
u—0
72
— ~ — =zx(1 — ~ —.
tan(z — x cos(z)) T zcos(z) = (1 — cos(z)) Rt ol

Par quotient d’équivalent, on en déduit :

. 2
sin(x) + cos(x) — 1 N -5 _
3

SR

tan(z — x cos(z)) =—0 z

On procede de méme qu’a la question précédente. Au dénominateur, tan(z) ~ .

z—0
1/2 1

Au numérateur, en substituant dans I’équivalent (1 + w) ~, 2 (en notant que
u—

tan(x)? — 0) :
T—

1 1
14t 21 ~ —t 2~ —a?
+ tan(x) ot an(z) 03
Par quotient d’équivalents :
2 1.2
1+ tan(z)? —1 5T 1
~ A2 =g
tan(x) a0 2
Commengons par nous intéresser au numérateur. Le terme prépondérant semble étre
n. Factorisons pour le montrer :
4 In(n 4
n—Inn)+—-=nx [1— ()——2 ~ n
n n n n—-+00
— 1
n—-+4oo

. In(n) . ,
en notant que lim == = 0 par croissances comparées.

Au dénominateur, c’est le terme e™ qui semble prépondérant. Procédons de méme
pour le montrer :

. 2 . 4,
en notant que lim 77 = 0 par croissances comparées.
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Par quotient d’équivalents, on obtient :

En particulier, lim u,, = 0 par croissances comparées.

Ecrivons u,, sous forme exponentielle :

Uy = €XP (nln (tan(z + ;)))

et intéressons nous au terme a l'intérieur de I’exponentielle. Puisque tan (7 + 1

n

) —
n—-+4o0o

tan(%) = 1, on peut écrire :

T 1 T 1 T 1
ln<tan<+>):ln 1+[tan<+>—1] ~ tan(+)—1
4 n 4 n n—+00 4 n

— 0
n——+oo

en substituant dans 1’équivalent usuel In(1 + ) ~o W A Taide des formules de
—

trigonométrie :
()1 e ) ey
cos(4+ ) cos (%) cos (n> Sln(4)sm(n)
_cos (% + sin (%) L 2sin <l>
cos (%

/~ N— [ N—
\
w0
—
]

~/~
3|
—
(@)
o
wn
/N
S
~——
w0
—
=
/~
3=
N—

Or, sin(1> ~ % et COS(l) — sin

n n

T 1 m 1 %
nln<tan(4+)) ~ nx[tan<4+n>1] ~ nXT_Q'

n n—-+oo n—-+oo

%) converge vers 1 (et est donc équivalent a 1). Et

donc :

T 1
Ainsi, lim nln (tan( + )) = 2, et par composition de limite par ’exponentielle
n—+o00 4 n
qui est continue en 2 :
lim u, = €.
n—-+0oo

On cherche un équivalent du numérateur et du dénominateur.

Pour le numérateur, on va passer par un DL (puisqu’il s’agit d’une différence de deux
fonctions) :

e“ln(l+z)—x= (1—1—3@—1—2?4—0(3:2)) X (:U—ﬁ—i—o(ﬁ)) —x

N

e et o) e = D oa?)
=z— 5 +ta"+olz T = o(z”) ~ 5
Au numérateur, on peut utiliser I’équivalent usuel :

1
VIitoz—1=(1+422)7 1 ~ —(22)=2.
z—0 2
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Par quotient d’équivalent, on obtient :

TIn(1 —
e*In(1+z) -z z .,

V1+2x -1 230 2 250

(b) Passons sous forme exponentielle, et effectuons une astuce du banquier :

(hﬁw>wmzem><im<hﬁﬂ>>:”“p<mé»hﬁwln<mgﬂ>)'

Cette astuce du banquier permet de faire apparaitre le terme @ln (M), de la

x
forme u x1In(u) avec u = @) __, 0 par croissances comparées. Or lim ux In(u) =0
T z—+oo u—0

toujours par croissances comparées. Ainsi,

lim xm@HnCM@>20x0:0
X

z—+oo In(x) x

Et par composition avec I’exponentielle qui est continue en O :

lim (111(33))1/1 =1.

r— 400 €T

(c) Posons h = =z — 1 Y 0. Alors z = h + 1, et en substituant dans ’expression de
T—

I’énoncé : ) ) )
o2 _ 20 (b1 thtl _ 2h2 o +h _q
_ — (2ht2
cos(mz /2 Th |« —gin (ZP
(ra/2) cos(2+2> 8111(2)
a l’aide d’une formule de trigonométrie au dénominateur (qu’on retrouvera en tracant
. . . . , . 2
un cercle trigo si besoin). On dispose des équivalents e2/+?2 o e, e th 1 o
— —

h? 4+ h o h et sin (%) % Par produit et quotient d’équivalents, on obtient :

— h—0
h2+h 2
e -1 h 2e
62h+27h ~ _62ﬁ =
3 s EARL)
—sin <7) h—0 5 ™
2
L e® +x 62:1: 262
Ainsi, lm —— = ———.
z—1 cos(mx/2) T

(d) On effectue un développement limité au dénominateur :

sin(z)3 ol 23 = o(x).

D’autre part,
e —14+2>=1+z+o(x)—14+2%=2+o0(x).
Par somme, on obtient :

e® —1+42° +sin(z)® =z +o(x) ~

z—0
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Au dénominateur, on dispose de I’équivalent usuel /1 + z — 1
suit :

. Par quotient, il

wly

x:O
e® — 1+ 2% + sin(x)3
J14+z-1 z—0

e? — 1+ 22 +sin(z)?

Vi+z—1

=3.

wl g\

Ainsi, lim =3.
z—0

10



