ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DS4

Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Edhec 2016)
1. (a) Calculons :

(f =1 + fo (21d — f) = f2 = 2f +1d + 2f — f=1d]

(b) Pour tout x € R™ :

z = (f —1d)*(2) + (f o (21d — f))(2).

(¢) Soit z € R™. On a :
F((f =1d)*(x)) = f o (f —1d)*(z) = Ogn
=02 (k)
par hypotheése. Donc (f — Id)?(z) appartient & Ker(f).
D’autre part :
(fo(2ld = f))(z) = f((21d — f)(x)) € Im(f).

D’apres la question précédente, il suit que pour tout z € R™ :

2= (f —1d)(x) + (f o (21d - f))() € Ker(f) + Im(f).

eKer(f) €lm(f)

Donc R™ = Ker(f) + Im(f). Comme de plus dim(R") = dim Ker(f) + dimIm(f) par le
théoreme du rang, on peut conclure que :

|R" = Ker(f) © Im(f). |

2. (a) Posons P = ax + b € R[z]. On substitue dans ’expression :

1 1
Z(w—l)(w—4)+xP(x):1<:>Z(x2—5x+4)+a:r2+b$:1

1 +a=0 terme en 2
5
= —Z—I—b:O terme en x
1=1 terme constant
1
a=—-
b= -
4
5—x

Ainsi le polynéme P recherché existe bien et vaut | P =

(b) On obtient que :

i(f—ld)o(f—zﬂd)%—fop(f):Id-

Ainsi, pour tout v € R" :
b= (7 ~1d)o (F —4I)(v) + f o P(F)(0)

Remarquons que :

« foP(f)(v) = f(P(f)(v)) appartient a Im(f) ;
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« f((f=Id)o(f=4ld)(v)) = f o (f —1d) o (f — 4Id)(v) = Ogn, donc i(f—ld)O(f—‘ﬂd)(v)

=02 (k)

appartient a Ker(f).

De méme que précédemment, il suit donc que R™ = Ker(f) + Im(f). Comme de plus
dim R" = dim Ker(f) + dim Im(f) par le théoréme du rang, on conclut que :

|R" = Ker(f) @ Im(f). |

P étant de degré p, il existe ag, a1, ...,a, € R tels que :
P=ay+aix+- - +apa’.

Et par hypothese, 0 = P(0) = ag et a3 = P’(0) # 0. D’ou le résultat.
Soit y € Ker(f) NIm(f). Puisque y € Im(f), il existe x € R™ tel que y = f(z). Et comme
y appartient a Ker(f) :
Orn = f(y) = f*(x)
Dés lors, pour tout k > 2, f¥(x) = fE=2(f2(x)) = f*2(0gn) = On.
Puisque P est annulateur par hypothese :

a1f+a2f2 + - +apfp = O;/(Rn).

On évalue en zx :
arf(z) + agf?(x) + - + ap fP(2) = Ogn

=0gn
Et donc on a a1y = Ogn. Puisqu’enfin a; # 0, on en déduit que y = Ogn. On peut
donc conclure que Ker(f) N Im(f) € {0}. L’autre inclusion étant immédiate puisque
Ker(f) NIm(f) est un sous-espace vectoriel, on obtient finalement ‘Ker( fynIm(f) ={0} ‘

Enfin, dim R"” = dim Ker(f) + dim Im(f) par le théoreme du rang. On obtient donc :

|R" = Ker(f) © Im(f). |

Cette question généralise les deux précédentes car :

o Dans la question 1., le polynome annulateur est P = z(z — 1)2.
o Dans la question 2., le polynéme annulateur est P = z(x — 1)(x — 4).
Dans les deux cas, P satisfait P(0) = 0 et P’(0) # 0. On est donc bien dans la situation

de la question 3. En particulier, le résultat de la question 3. implique les résultats des
questions 1. et 2.

Exercice 2 (ESCP 2001 Voie E)
1. Tout d’abord, il n’est pas possible de tirer la deuxiéme boule noire avant la premiére. Donc si
j <1, on obtient P([X; =i N [X2=j]) =0.

Supposons 1 <i < j < N.

Premiére méthode.

Ilya (1;/ ) maniéres de choisir les numéros des tirages donnant des boules noires. Tous les tirages
étant équiprobables, et un seul d’entre eux réalisant 1’événement [X; = i] N [Xo = j] (le tirage
pour lequel les boules noires sont sorties en i-éme et en j-éme position), on en déduit que :

P =10 = ) = 35 = Ty
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Deuxiéme méthode.
Notons By, (resp. Ni) 'événement « obtenir une boule blanche (resp. noire) au k-iéme tirage ».
On peut écrire [Xl :i]ﬁ[XQ :j} :Blﬂ'”ﬂBi_lﬁNiﬂBZ‘_Hm'”ﬂBj_lﬂNj.

Par la formule des probabilités composées, on obtient :

P([Xy =] N [X2 = j]) = P(B1)Pp,(B2) ... Pevp s (N) ... Py, o (N;)

_N-2N-3N-4 N —1 2 N—-i+1 N—-i—j+1 1
N N-1IN—-2 " "N—-i+2N—-i+1 N—-i ~N—i—j+2N—i—j+1
:ﬁ
Finalement :
v(i.j) € [LNT?, P(Xi=i]N[X2=7]) = " S
’ ’ ’ NN-1) sil<i<j<N.

2. Notons tout d’abord que ‘Xl(Q) =[1,N — 1] et que X2(Q2) = [[2,N}].‘

On détermine les lois marginales. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au SCE
([X2 =j]);, on a pour tout 1 <i < N —1:

N N
Z NXz=j))= > P(X1=in[Xy =)
=2 j=it+1
les termes pour j < ¢ étant nuls. D’ou :
N ;
: 2 2(N —1)
P(X;=i)= ) = :
j:i+1N(N_1) N(N —1)

De méme, la formule des probabilités totales appliquée au SCE ([X; = i]); donne, pour tout
2<j<N,

N—-1 Jj—1 -
P(Xy=j)= ) P(X1=14n[Xy=7j]) = N(NQ_ i ]\32\; _li)-
. —~

<
Il

-
-

Les deux variables ne sont pas indépendantes car on a par exemple P([X; = 3]) # 0, P([X2 =
2]) # 0, mais P([X; = 3] N[Xy =2]) = 0.

3. (a) Notons tout d’abord que Y = N + 1 — X» est a valeurs dans [1, N — 1].
Pour tout j € [1,N —1] :

QIN+1—-j—=1)  2(N—J)
N(N—-1)  N(N-1)

PY=j)=PXo=N+1—j)= = P(X1 =7).

Ainsi ‘les variables Y = N +1 — X3 et X7 suivent bien les mémes lois. ‘
(b) Z = X5 — X3 est a valeurs dans [1, N — 1] puisque 1 < X7 < Xy < N.
Pour tout k& € [1, N — 1], on obtient par la formule des probabilités totales appliquée au

SCE ([X; =1]) :
N-1 N-1
P(Z=k) =3 P([Xo— Xy =k N[X; =) = > P(X1=iN[Xy=k+1])
]if=_1k i=1
=Y P(X) =i]N[Xo =k +1))
=1
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4.

En effet, sii > N — k, alors k 4+ > N + 1 et [Xy = k + i] est impossible. Poursuivons :

IR ~ 2(N —k)
N N(N-1)| N(N-1)

=1

On retrouve la loi de Xj. ‘Z = X9 — X et X; suivent donc les mémes lois.

(a) Tout d’abord, notons que E(X1) et E(X2) existent bien car ce sont des variables aléatoires

finies. Puisque X9 — X7 et X7 ont méme loi, et que N + 1 — X5 et X7 ont méme loi :

{E(Xz - X1) = E(X1)
E(N + 1-— Xz) - E(Xl)

Par linéarité de ’espérance, il suit :

{E(X2) — E(Xy1) = E(X1)
N +1- E(Xs) = E(X))

Résolvons ce systeme :

N+1
{E<X2> ~ B(Xy) = B(X)) {E<X2> =2B(X))  _ JE(R) =275
N +1—- B(Xs) = E(X)) N +1=3E(X;) B(X)) = N;)H

Autre méthode. Si on ne pensait pas a exploiter les résultats de la question 3. (méme
si ’énoncé le suggérait), on pouvait aussi faire un calcul direct (mais c’était plus long).
Faisons le par exemple pour E(X1) :

N-1 N-1 2N — i) 5 N-1 N-1 )
E(X,) = P([X1=1i]) = ' = '
1 Z:Z =) Z:ZN(N—l) N-14&'""NN-1) Z:Z
=1 =1 =1 =1
2 N(N-1) 2 (N —1)N(2N —1) Ny 2N-1] N+l
T N-1 2 N(N —1) 6 B 3 3

(b) De méme V(X;) et V(X2) existent bien car les variables sont finies. Puisque N + 1 — X

et X7 ont méme loi :

—

V(X)) = V(N +1-X2) 2 (-12v(Xa) [= V(Xo).

Rappel. Calcul de la variance.

Rappelons que si X est une variable aléatoire admettant une variance et si a,b € R,
alors aX + b admet une variance, et :

V(aX 4 b) = a*V(X). (%)
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(¢) X9 — X; ayant méme loi que X7, il suit que V(X2 — X1) = V(X1). De plus :

V(Xe — X;) = Cov(Xe — X1, X2 — Xj)
= Cov(Xg, X9 — X;) — Cov(X1, X2 — X1) par lin. a gauche
= Cov (X3, X2) — Cov(X2, X7) — Cov(X1, X2) + Cov(Xi,X1) parlin. & droite
=V (X2) —2Cov(Xy, X2) + V(X1) par symétrie

Ainsi, V(X1) = V(X1) = 2Cov(X1, X2) + V(X1), ce qui donne | V(X;) = 2Cov(Xy, X»). |
(d) Par définition :

COV(Xl,XQ) . COV(Xl,XQ) 1

PX1,Xy = = =z

T VIEVV(XS) V(X1) 2
Puisque px,,x, # 0, on retrouve tout d’abord que X; et X5 ne sont pas indépendantes. De
plus, PX1,Xo étant strictement positif, on peut affirmer que

‘lorsque X, augmente, Xs a tendance a augmenter.‘ On pouvait s’y attendre, car plus X
est grand, plus X l'est aussi puisque Xo > X;.

Probléme (Ecricome 2012)

Partie I : Etude de deux endomorphismes

1. On vérifie les deux points suivants :
o VP € R,[x], g(P) € R,[z] : prenons pour cela P dans R,[z]. Alors :
deg((z —1)P)=1+deg(P)<14+n—-1=n et deg(P)<n.

Par somme, g(P) est un polynéme de degré < max(deg((x — 1)P’),deg(P)) < n. Ainsi, g
définit une application de R, [z] dans R, [z].
o Soit P et () deux éléments de R,,[z]. Soit a, f € R. Alors :
g(aP + Q) = (z — 1)(aP + Q) + (P + Q)
= (z —1)(aP + Q") + aP + BQ par linéarité de la dérivation
=a((z-1)P'+P)+ 4 ((z-1)Q + Q) = ag(P) + fg(Q).

Donc g est linéaire.

Par suite, ‘g est un endomorphisme de Ry, [z] ‘

2. Pour tout x € R\ {1} :

FaP)@) = [T = — ["e-0P® + P
On reconnait ici la dérivée d’un produit, d’ou :
Fo(P)) @) = = [t~ VP = —= (e = DP() - 0) = P(a).

D’autre part, f(g(P))(1) =g(P)(1) = (1 —1)P'(1) + P(1) = P(1).

Ainsi, pour tout z € R, f(g(P))(xz) = P(x), soit encore | f(g(P)) = P.

Soit & présent P dans Ker(g). Alors g(P) = Og,, [y, et en composant par f:  f(g(P)) = f(Or,[4])-

Calculons f(Og,[y) : pour tout x € R\ {1}, f(O,,z))(x) = 5611/ 0dt =0et f(Og,[z])(1) = 0.
-1

Par suite, P = f(g(P)) = Og,,[4], et donc ‘Ker(g) = {Or,, [z} ‘

5
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3. Comme Ker(g) = {ORn[x}}, I’application linéaire g est injective, et donc bijective puisque c’est

un endomorphisme de 'espace R, [z] qui est de dimension finie. Ainsi ‘ g est un isomorphisme
(ou automorphisme) de Ry, [z].

1

Comme ¢ est un automorphisme, elle admet une bijection réciproque ¢~ *, et pour tout P €

R, [z] :
F(P)= flglg " (P)) =g }(P).
Par suite, . Et comme ¢g~! est un endomorphisme de R, [z] puisque c’est 'application

réciproque de g linéaire, ‘ f est bien un endomorphisme de R,,[z] ‘

4. Soit k € N. Calculons pour tout z € R\ {1} :

1 1

z 1
_ k _ k+1
f(ek)(m)_ﬂj—l/l rdt=2"3 {k:+1t

11

(karl _ 1).

Afin de simnlifier cette exnression. rannelons 1ine formule A connaitre.

Rappel. Une formule a retenir.

Pour tous a,b réels et n € N :

a"tt — "t = (a —b) <Z akb”_k> =(a—0) (a"bo +a" ot 4 et + aob”) .
k=0

On obtient ici grace a cette formule :

1 xk-ﬁ-l -1

1
k41 -1 k+1

flex)(x) (1+x+x2+~~-+xk).

1
De plus, f(ep)(1) =1F=1= m(1 + 141244 1%). Ainsi,

1
flex) = m(€0+61+62+”'+6k)-

Ecrivons la matrice A de f dans la base 2 :

1 L 1 11
2 3 1
11 T
2 3 n  n+l
1 1 1
0 3 n  ntl
_ 1
A= 0 n  ntl
(0) P
: 1 1
: n nTl
0 0 n+1

Calculons g(eg) = eg et pour tout k € N*, g(ep) = (z—1)kaF 1 2% = (k+1)aF —kakF~! = kep_y.

1 -1 0 ... ... 0
0 2 -2 0 (0
B_ 0o 3 -3
0
: (0) ~n -n
0 o coe i 0 m+1
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5. La famille (ug,uq, ..

Lycée Louis Pergaud

., Up) est libre en tant que famille de vecteurs de R,,[x] échelonnée en degré.

Elle est de plus de cardinal n + 1 égal a la dimension de R, [z]. “5 est donc une base de Ry, [z]. ‘

6. Soit r € [0,n] et x € R. Calculons :
o six#1,
1/ 1 [@—1)r]” 1 [@—-1D"]  u(2)
= t—1)"dt = =
f(ur)(z) a:—l/l( ) r—1 r+1 r—1 r+1 r+1
o sizx =1,
1sir=0 ur(1)
ur)(1) = up(l) = = .
s = = {4770 -t
Ainsi | f(u,) = urlpour tout r € {0,1,...,n}| et la matrice A’ de f dans la base € est :
T
1
Loy 0
0o 1
Al=Mg(f)y=1| 2
D .0
1
0 0 P
Puisque g = f1, il suit que :
1 0 0
B/_(A/)—IZ 0 2
: 0
0 0 n+1
7. Pour tout s € {0,1,...,n} etz € R:

en appliquant la formule du binéme de Newton. On obtient donc

pour tout z € Ret r € {0,1,...

7n}a

. De méme,

()= (@ 1" =Y (j) (~1)" 2.
j=0

D’ot, pour tout r € {0,1,...,n},

8. On peut compléter la matrice de passage de # a € a l'aide des calculs précédents :

© ()
)

P=Pyy=|: :

0 1)

(o)
)
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S

D

r=0

De méme, comme e; =

s
( >ur pour tout s € {0,1,...,n}, on obtient :
r

Notons en passant que Q = Py » = P%lg =P

9. A’ étant une matrice diagonale, on obtient pour tout k € N :

Par formule de changement de bases :

A'=P AP, dou A=PA'P'=PAQ.
D’ou, pour tout k € N :
AF = P(ANFQ.
Calculons :
0 0 (g) El}i
AR = PAYQ 0 = P(4)* (f) =P 2
1 1 @ ()
(n+1)F
= (0 ()
2V
e W6)
= ;(_1) 1(r1+1)k
()
(nt1)F
e ©)6)
N & "
: = et (G
Et puisque Mgz(f*(e,)) = A* 0 = ;_1) 1(7}_1_71)1@ , il suit :
1 :
() ()
(n+1)k
(= @6 e W(G)
Fen) = (go( ) (r0+ 1)k>eo+ (;( 1) 1(r1+ 1)k>el+ +<
N T V1)
_Z(z_:.( ) ](r+1)k) !
J=0 \r=j

Lycée Louis Pergaud
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Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires

10. Notons que | Zyp(Q2) = {n}| car Zy est une variable aléatoire constante. Pour tout k& € N*,
‘Zk(Q) ={0,1,...,n} ‘ puisque :

o Zi(2) C {0,1,...,n} car les numéros tirés sont compris entre 0 et n,

* toutes ces valeurs j = 0,1,...,n peuvent bien étre prises par Z, I’événement [Z;, = j| étant
réalisé par exemple si on tire n — 1 fois la boule n (toujours dans 'urne U,, donc) et 1 fois
la boule j (dans 'urne U, encore)

Z1 correspond au numéro de la boule tirée lors du premier tirage. Or, ce tirage se fait de
maniére équiprobable dans 'urne U, qui contient n + 1 boules numérotées de 0 a n. Ainsi
Z suit une loi % ([0, n]) ‘ En particulier :

n T

T
Flzrz:;ﬂw—l'

11. Soit k € N* et r € {0,...,n}. On applique la formule des probabilités totales & 1’évenement
[Z+1 = r] avec pour systeme complet d’évenements ([Zy = i])i=0,..n :

n

P([Zypr =7]) = P([Zk =) 0 [Zjy1 = 7))
=0

Soit 0 < i < n, et supposons P([Z; = i]) # 0. Par la formule des probabilités composées :
0 sie <,

P([Ze =i N [Zksr =7]) = P([Zk = i) Pgp=if([Zksr =) =  P((Zp =4]) . .

T sir<i<n.

Expliquons cette derniére égalité. Supposons [Z) = i| réalisé. Le tirage k + 1 s’effectue alors
dans 'urne U;.

o Sii<r:lévénement [Zx1 = 7] ne peut se réaliser car il n’y a pas de boule r dans I'urne
Ui. Donc Pz, —i([Zk+1 = r]) = 0 dans ce cas.
e Sii>r: dans ce cas il y a bien une boule numérotée r dans I'urne U;, et la probabilité de

) . 1 L. .

lobtenir est 1 (cas équiprobable). Ainsi Py, —([Zk11 =1]) = I
Notons que cette formule est encore valable si P([Z; = i]) = 0, puisque dans ce cas
P([Zk = Z] N [Zk+1 = T‘]) =0 (car 0< P([Zk = Z] N [Zk+1 = T]) < P([Zk = Z]) = 0) Ainsi,

0 sit <,
P([Zy =ilN[Zky1 = 7)) =S P([Z) =i
(12 =) N [Zrpa = 7)) ([LD sir<i<n.
7

On obtient finalement que pour tout k € N* et tout r € {0,1,...,n} :

P([Zpy1 =1]) = zn:P([Zk =ilN[Zkn =1)) =3 W

1=0 i=r

Notons que cette formule est encore valable lorsque k& = 0 puisque :

P(leT):

1 " P(Zy=1i P(Zy = 1
ot Z ('0 2): (0 n): '
n+1 1+ 1 n—+1 n—+1

i=r
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12. Pour établir (%), on prend r = n dans 1’égalité précédente :

" P(Zy=i) _PZy=n)

P(Zyi=nl) =3 i+1 n+1l

D’ou, pour tout k € N :

(%) : (n+1)P([Zy1 = n]) = P((Z = n)).]

Prouvons maintenant la deuxiéme relation. Soit kK € Net r € {0,1,...,n— 1}. Alors :
" P(Z, =i " P(Z, =1
(4 DP(Zin =) — (r + DP(Zgr =7+ 1) = (r 4 1) [ S EE =0 5~ PUZe=1)
P 1+1 i 1+1
— 4 )PI =) pg
B r+1 "

D’ou la relation (%5).

13. On somme la relation (%)) pour tous les entiers & € N. On obtient (tout converge par hy-

pothese) :
+oo +00
(n+1)Y P(Zpy1=n)=>_ P(Zx =n) = Sn.
k=0 k=0
Ainsi :
“+o00
Sp=(n+1)Y_ P(Zj=n)=(n+1)(Sy — P(Zy=n)) = (n+1)(S, — 1).
j=1
On en tire | S, = n+1.
n

On suppose n > 2 dans la suite (pour pouvoir considérer S,,_1). On somme a présent les relations
(%2) pour tous les entiers k € N (tout converge par hypothese) :

“+o00 —+o00 +oo
(r+1)> P(Zy1=7)—(r+1)Y_ P(Zypr=r+1)=>_ P(Z,=r).
On obtient :
(r+1)[Sp —(P(Zo=7r)—(r+1)[Spy1 = P(Zp=r+1)] =5,. (%)
Cette relation étant valable pour tout r € {0,1,...,n — 1}, on obtient pour r =n — 1 :

n[Sn_l—P(Zg :n—l)] —n[Sn—P(Zo :n)] ZSn_l

Et puisque P(Zp=n—1) =0et P(Zy =n) =1 (car Zy = n), on obtient :

n

nSn_1 — n(Sn — 1) = Sn—l = Sn—l =

(S, — 1).

n—1

1 1 1
Puisque S, = i, on en déduit | S,_1 = " (n T 1) = .
n n—1 n n—1

Montrons enfin que la suite (rS;)1<r<n—1 est constante. On reprend la relation (*) valable pour
tout r € {0,...,n —1}. Pour 1 <r < n — 2, cette relation devient (puisqu’alors P(Zy =r) =
P(Zy=r+1)=0car Zp=n) :

(r+1)S, —(r+1)S,41 =S5,, soit encore 7S, = (r+1)S,11.

10
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Ainsi,

(rSy)1<r<n—1 est constante. ‘

Remarque. Ce n’était pas demandé, mais on obtient pour tout r € [1,n — 1]:
. 1
rSy=(n—-1)S-1=1, soit S, =-
,

14. Soit k € N. Pour tout x € R :

n

(x = 1)F} 1 (2) + Fryr() = (= 1) > _rP(Zpgr =1)a" ' + Y P(Zpyr =r)a”
r=1 r=0

n n
= rP(Zpsy =r)a" =Y rP(Zppy = )"+ Y P(Zpgr = 1)’
r=1 r=1 —0
n n—1 n
=D rP(Zn =r)z ZT"'l P(Zpsr =7+ 12" + > P(Zjpq =1)a"
r=0 r=0 r=0
n—1
=D [rP(Zkt1=r)z" = (r+ 1)P(Zgy1 = r + 1)2" + P(Zgy1 = 1)2"]
r=0
-+ TLP(ZkJrl = n)x” + P(Zk+l — n)xn
n—1

=Y [(r+1)P(Zpgr =7)a" — (r + 1)P(Zpy1 =7+ 1)] 2’
1)P(Zp41 = n)z"
-1

P(Zy =r)a" + P(Z, =n)a" =Y P(Z, =r)a" = Fy(z)

On obtient bien la relation suivante, valable pour tout £ € N :

(S): Vz R, (z—1)Fiy(2) + Fipa(z) = Fy().

15. (a) Notons tout d’abord que les variables aléatoires Zj, et Zy(Zy — 1) sont finies, donc elles
posseédent bien une espérance.

Pour tout k£ € N, la fonction Fj est de classe ¥€°° en tant que polynéme. On peut donc la
dériver deux fois. Pour tout x € R :

Fl(z) = Z rP(Z, =r)z" Y, Fl(z) = Zr(r —1)P(Zp=r)x

Prenons x = 1 dans ces deux expressions :

n n n

= ZH:TP(Zk =r)= ZrP(Zk =r), F/(z)= Zr(r—l)P(Zk =r)= Zr(r—l)P(Zk =r).
r=1

r=0 r=2 r=0

On obtient par le théoréme de transfert :

B(Zy) = Fi(1)] et [B(Zx(Z — 1)) = FL(1) |

(b) Soient k € N et z € R. On dispose des relations suivantes :
() (@ = 1)Fgpa(2) + Fipa(2) = Fi(2),
(") (2 = 1) Fq () + 2Fpq (2) = F(o),

(") (z = DF () + 3F () = FY (x),

11
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ot les relations () et (") sont obtenues en dérivant (). Prenons alors z = 1 dans ces

relations :
() = 2F (1) = F(D),
(") = 3FLL(1) = F®1).
1 1
On en déduit que pour tout k € N, | F} (1) = 5 p(1) et | FYL (1) = 3 V(1) |

(c) Ce sont des suites géométriques de raison % et % respectivement. D’ou, pour tout k € N :

F(1) = (;)kFau) et F/(1) = (;)kFé’m.

Or Fy(z) = > P(Zy =r)a" = P(Zy = n)z" = z", donc Fj(1) = n et F(n) = n(n — 1).
=0

r=
On obtient finalement :

VEEN, Fl(1)=— et F'(1)=

n(n —1)
2k '

3k

La variance V(Zy) de Zj, existe bien car Zj est une variable aléatoire finie. En utilisant les
calculs précédents, il suit que pour tout k € N :

V(Z) = E(Z}) — E(Zy)* = E(Z(Zx — 1)) + E(Zy) — E(Zy,)?
nin—1) n < n >2

= B+ B - Fp? =20 2 (2

nin—1) n n?

3k + 2k 4k

Finalement :

—1 2

Partie III : Loi de chacune de ces variables aléatoires

16. Pour tout £ € N et tout z € R :

n

F, = ZP(Zk =r)z" = Z P(Zy, =r)ey.
r=0 r=0

D’autre part, f(F)) = Fr+1 pour tout k € N. Par une récurrence immédiate, on montre que :
Fy=fofo-of(Fy)=fMF).
N———
k fois

Et puisque Fy(x) = z™ (car Zy est constante égale a n) :

Vk e N, Fj, = fF(e,).

17. D’apres la question précédente et la question 9. :

n

Flen) =Y P(Z=r)er et filen) =D ((—wi (T(i(i@ 5.

r=0 j=0r=j3

En identifiant chacun des coefficients de ces deux expressions (I’écriture dans la base (e, ..., ey)
étant unique) :

VkeN, Vje{0,1,...,n}, P(Zpy=3j)= Z(_l)r—j(i

12
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18. (a)

Pour tout j € {0,1,...,n} et tout k € N :

par inégalité triangulaire

r=j (+ g
() ()
< o
_Tz:j(r—kl)k
*()(0) 1 1
< I B —
_;(j—i—l)k car |
zn: n\(r
r=j r J
G+ D"
Ainsi, pour tout j € {0,1,...,n} et k € N :
M,
P(Z,. = )| < —2"

avec M;,, = Z <n> <T>
r=j r J

Soit 7 € {1,2,...,n}. La série Z
k>0 )

est (a une constante M;, pres) une série

géométrique de raison 0 < ) < 1. Elle converge donc. Par critére de comparaison des
J

séries & termes positifs, la série Y |P(Z; = j)| converge.
k>0
Comme pour tout & > 0, P(Z; = j) > 0, on peut donc conclure que :

la série Z P(Zy, = j) converge lorsque j € {1,2,...,n}.

k>0
Pour tout k € N :
P(Zkzo):g;(_lym :é(_l) G (:)1 _HZ r(:)l)
Do :
PG=0) -1 = Syl
= (r+1)

()

CEa1

IA
WE

(="

par 'inégalité triangulaire

A IA

= i4]=

23 =
AE
~

g =

=

IA
5
Il
o

13
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n n
Puisque Z (n) = Z <n> 1"1™7" = 2", on obtient finalement, en notant C,, = 2" :
r

r=0 r=0 r

Cn
VkEN, [P(Z,=0)-1< ¢

Par théoreme des gendarmes, la limite klim P(Z, = 0) existe et vaut 1.
—+00

La série Z P(Zy, = 0) est donc grossierement divergente | puisque son terme général ne
k>0
tend pas vers 0.

Remarque. On a donc montré que klim P(Z, = 0) = 1, ce qui signifie que la suite
—+00

de variables aléatoires (Zj) converge dans un certain sens a définir (convergence en loi,
voir Chapitre 17 - Convergence de variables aléatoires.) vers la variable aléatoire
constante égale a 0. Ceci ne devrait pas vous surprendre, car Zj représente le numéro de
la boule piochée au k-éme tirage. Etant donné le protocole et la composition des urnes, on
a Zp+1 < Zy pour tout k € N. De plus, si on tombe dans ['urne Uy (c’est-a-dire s’il existe
r > 0 tel que [Z, = 0] est réalisé), alors on ne peut plus en sortir (et donc [Zs; = 0] est
réalisé pour tout s > r).
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