ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DS7
Correction du concours blanc 1 type Maths 1
(HEC 2022)

Partie I - Premiéres propriétés

Section A - Etude des sous-espaces F,(e)
1. Ble,n+1) = (e,u(e),u®(e),...,u"1"1(e)) famille de n + 1 vecteurs.

Et comme dim (E) = n, |cette famille est liée |

2. Comme dim (E) = n, le cardinal maximal d’une famille libre de E est n.
B(e, k) comprends k vecteurs.

Donc{k € N* | B(e, k) est libre }, ensemble d’entiers, est non vide (1 en est élément car e # 0)
et majoré par n, donc il a un maximum.

‘et d(e) = max {k € N* | B(e, k) est libre } existe‘

3. Par définition de d(e), Ble,d(e) + 1) = (e,u(e),uQ(e),...,ud(e)(e)> est liée. Il existe donc
(bos - - - bage)) # (0,...,0) tel que :

boe + byu(e) + -+ + bd(e),lud(e)*l(e) + bd(e)ud(e)(e) = 0g.
Supposons bg(.y # 0. Alors :
boe + bru(e) + -+ + bygey1u 97 (e) = 0

et par liberté de la famille (e,u(e) u?(e), ..., ut®1(e )) (b - - -, ba(e)—1) serait nul, ce qui est
impossible car (bo, . .., by(e)) # (0,...,0). Ainsi, bg) # 0, et quitte & diviser par by(.), on obtient

1
d(e) (o) — — e d(e)—1
u®®(e) = bare (boe +bru(e) + -+ + bgey—1u (e)) .

Ainsi u¥®)(e) est combinaison linéaire des précédents.

d(e)
Donc, il existe des scalaires ag, a1, ..., a4e)—1 tels que : ul®) (e) = Z a;u'(e)

-
I
o

Par récurrence, montrons que, pour tout k > d (e), u* (e) est combinaison linéaire des vecteurs

de B(e,d(e)). > d(e)
C’est vrai pour k = d (e).

d(e)—1
Soit k > d (e) pour lequel il existe des scalaires ag, - - -, a4)—1 tels que uF (e) = Z a;u'(e)
=0
d(e)—1 -1
Alors u**! (e) = u (uk (e)) = Z aiu (e Z aj—1u’ (e) + (e) - Lu (1)
=0

Et comme u®©) (u) est lui méme combinaison linéaire des vecteurs de B(e, d (¢)), c’est également
le cas pour uF*! (e).

Donc, Yk > d(e), u¥(e) est combinaison linéaire des vecteurs de (e, u(e),u(e), ..., ud(e)_l(e))
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E,(e) = Ey(e) = vect (uk(e) | ke [0,n— 1]]) et d(e) < n donc la famille B(e,d (e)) est une
famille de vecteurs de E,, (e) .

Tous les vecteurs de la famille génératrice de E,, (e) sont combinaisons linéaires des vecteurs de

B(e,d (e)).
Donc B(e,d (e)). est une famille génératrice de E, (e) .

Enfin, par définition de d (e), cette famille est libre.
Donc ‘B(e,d(e)) est une base de Eu(e).‘

4. Soit z € E, (e) = Vect <(uk(e)) d’apres la question 3.

ke[[07d(6)—1ﬂ>
Donc, par linéarité de u, u (z) € Vect ((uk+1(e)) ) = Vect (uk(e)ke[[m(e),l”,ud(e) (u))

Et comme d’aprés 3. u¥(® (e) est combinaison linéaire de B(e,d(e)), u (z) 'est également.

ke[[0,d(e)—1]]

Donc u (z) € Ey (e) et ‘Eu(e) est stable par I'endomorphisme u. ‘

Soit F' stable par u, contenant e, alors, par récurrence immédiate, pour tout k € [[0,d (e) — 1]],
u¥ (e) € F, donc, par stabilité de F par combinaison linéaire, E = Vect (B(e, d(e))) C F.

Donc | Ey(e) C F

5. Si e est vecteur propre alorse est non nul donc (e) est libre
et u (e) est proportionnel a e donc (e, u (e)). Donc d (e) = 1.

Réciproquement, si d (e) = 1 alors (e) est libre donc e # 0 et (e, u (e)) est liée, et comme e # 0,
u (e) est propotionnel a e, donc e est vecteur propre.

Finalement, ‘e est vecteur propre <= d(e) =1 ‘

6. Si u est une homotétie de rapport A alors, pour tout e € E : u(e) = Ae donc tout vecteur non
nul de E est vecteur propre et d (e) = 1.

Réciproquement ,si, pour tout vecteur non nul de E. d(e) = 1, alors, tout vecteur non nul de
FE est vecteur propre.

Montrons, par I'absurde, que la valeur propre est la méme pour tous les vecteurs de F.
Soient x et y vecteurs propres associés a A et p distincts alors (z,y) est libre.

Donc = + y est non nul.

11 est donc (hypothese de cette question) lui méme associé a un scalaire v.

Donc, u (x +y) = v (x + y) et par linéarité de u, u(x +y) = Az + py.

La famille (x,y) étant libre , par unicité de la déconposition v = A et v = p donc A = p, absurde.

Donc tous les vecteurs non nuls de F sont associés & une méme valeur propre et |u est une homotétie. |

7. w est un endomorphisme cyclique signifie qu’il existe e € E tel que E = Ey(e).

Si il existe un vecteur non nul de E tel que d(e) = n alors d’apres la question 3. B(e,d(e)) =
B(e,n) est une base de E,(e).

Or B(e,n) est une famille de n vecteurs donc dim (E,(e)) = n.
De plus E, (e) C E. Donc E, (e¢) = E et u est un endomorphisme cyclique.

Si u est cyclique, alors il existe e € E tel que E, (¢) = E et dim (E, (¢)) = n donc la base
B(e,d(e)) de E, (e) doit contenir n vecteurs.

donc d (e) = n. Et

‘u est cyclique si et seulement s’il existe un vecteur non nul de E tel que d(e) = n‘
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Section B - Premiéres propriétés des endomorphismes cycliques

8. Comme u est cyclique, d(e) =n et B(e,n) est bien une base de E' = E,(e).

B(e,n) = (uk (e)>ke[[0,n—1]] )

Pour tout k € [[0,n — 2]] : u* (e) est le k + 1™ vecteur de la base.
u(uk(e)) = ubtl(e) = Y wul (e) avec 2 = 0sii # k+1et 1sii=k+ 1, do ses
coordonnées (0,---,0,1,0,---0) avec le 1 en k 4 2°™¢ position.

et u (u"!(e)) = u"(e) € E donc est combinaison linéaire des vecteurs de la base. Donc il existe
(ak)ke(io,n—17) coordonnées de u™ (e) dans la base B (e, n) .

Donc A = matg ) (u) est une matrice de Frobenius.

9. (Pa(u)) (e) = u" (e) — Y355 axu” (e).

Les (ak)e(jo,n—1) €¢tant les coordonnées de u™ () sur la base (uk (e))

ke[[0,n—1]] ona donc‘ (Pa(u)) (e) = 0‘

Pour k € [[1,n — 1]] : comme polyndme en u, P4(u) et u* comutent donc

(Pau)) (u*(e)) = (Pa(w) o u*) (&) = (u* 0 Pa(w)) (¢) = u* (Pa(u)(e)) = u* (0) = 0

par linéarité de u.

Donc (P4(u)) est nul sur la base B(e,n),.donc P4(u) = 0 et ‘ P4 est un polynéme annulateur de wu.

10. Soit (a)gefo,n—1y tel que S g aguk = 0 alors Y725 aguf (€) = 0.

Et comme (uk (e>)ke[[0 net]] est libre (dans E), pour tout k, ar = 0.

Donc |la famille (Idg, u,u?,...,u""!) est libre dans L(E).

11. P4 est un polyndéme annulateur de w.

P4 est non nul car son terme dominant est X™.

Siun P = Zﬁzo apX* avec d < n est un polynéme annulateur de u alors Z%:o apuf (e) =0

sous famille de (uk (e)) , est libre alors tous les

et comme la famille (uk (e)) P

ke([0,d])’
coefficients sont nuls, donc P est nul.

Donc le degré minimum d’un polynéme annulateur non nul est supérieur ou égal a n

P4 est, lui, de degré n.

Et ‘PA est un polyndéme annulateur non nul de v de degré minimal. ‘

12. [=]Par théoréme, avec P4 annulateur de u, Sp (u) C {racines de P4}

[<=]Si X est racine de Py alors Py est divisible par X — X et il existe () € K[X] non nul, tel que
P=(X-2Q

Si A n’est pas valeur propre alors u — \id est bijective.
On a donc 0 = Py (u) = (X —A) Q (u) = (u— Aid) 0 Q (1) donc Q (u) = (u— Aid) 00 =0
Et @) est un polyndéme annulateur de u, non nul, de degré n — 1 ce qui est contraditoire avec 11.

Donc X est valeur propre de w.

‘)\ est valeur propre de u si et seulement si A est racine de Py ‘

Le sous espace propre de u associé a la valeur propre A est de méme dimension que celui de sa
matrice A.
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-2 0 - o0 0 ap
1 =X - -+ 0 0 a
0 1 0) :
Or A— )\ =
. (0) 1 —A Anp—2
0 0O - --- 0 1 ap_1— A\

Les n — 1 colonnes étant échelonnées, rg(A —AX[) > n — 1 donc par le théoréme du rang,
dim (ker (A —\I))) < 1.

Donc, si A est valeur propre de u, donc de A, 1 < dim (ker ((A — AI))) <1 et

les sous espaces propres de u sont tous de dimension 1.

13. P4 est un polynéme de degré n.
D’apres le 12., les sous espaces propres de u sont de dimension 1.
u est diagonalisable, si et seulement si la somme des dimensions des sous espaces propres est n.

Donc u diagonalisable si et seulement si u a n valeurs propres distinctes.

Donc | u, cyclique, diagonalisable si et seulement si P a n racines distinctes dans R.

Section C - Un premier exemple

14. F est symétrique réelle donc diagonalisable.

Donc‘ f est diagonalisable.

15. Soit V = (z,y,2) et A € R.

V € ker (f — Aid) <= (f — Aid) (V) =0

-2 0 1 x 0 “Ar4+2=0
= 0 =X -1 y | =10 | = Ay —2z=0
1 -1 —-1-2X z 0 r—y—(1+XN)z=0
z2=A\r
— (1) “Ay+2)=0

1-1+XN)Nz—y=0

“ =" ¢t les solutions sont ker (f—0id) = Vect ((1,1,0)) # {0} donc 0

SiA=0: (1) < {
est valeur propre associé & Ey = Vect ((1,1,0)).

z=Ax
SiA£0: (1) < (2) y=—z avec (--+) = —A%2 — A+ 2 qui a pour racines 1 et
2-1+XM)Nz=0
—2.

SiA=1#0:(2) < yziz_:cx et ker (f —1id) = Vect ((1,—1,1)) # {0} donc 1 est valeur
propre associé a Ey = Vect ((1,—1,1))

P72 et ker(f — 1id) = Veet ((1,~1,-2)) # {0} done —2 est

Si)\:—Q#O:(Z)<:>{

valeur propre associé a E_y = Vect ((1, —1,—2))
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f ayant trois valeurs propres distinctes et dimR? = 3, la juxtaposition d’un vecteur propre
associé a chaque valeur propre forme une base de vecteurs propres.

Avec l'ordre croissant des valeurs propres demandé, ’ i=(01,-1,-2), Vo =(1,1,0) et V3 =(1,-1,1) ‘
dont les premieres coordonnées dans la base canonique est bien 1.

0 0 1 1 -2 1

Variante: | 0 0 -1 -1 | = 2 =—-2| —1 | donc, avec V; = (1,—1,-2) #
1 -1 -1 —2 4 -2

0, f (V1) = —2V; donc —2 est valeur propre de f et Vj est un vecteur propre associé dont la

premiere coordonnée est 1.
De méme, avec Vo = (1,1,0) # 0, f (V2) = 0V; et 0 est valeur propre et
avec V3 = (1,—1,1) #0, f (V3) = 1V5.

Donc —2,0, et 1 sont des valeurs propres distinctes de f, qui en a au plus 3, ce sont donc les
valeur propres de f.

Comme elles sont distinctes, la juxtaposition (V1, Vs, V3) est bien une base de R3.

16. V=V +Vo+ V3, d(V) est calculé ici pour u = f.
f(V)y=fMW1)+ f (Vo) + f(V3) par linéarité de f et
f(V)y==2V1+Vs

PV)y=4+ V3

Soit C = (V4, Va, V3) base de R3, par Gauss,

1 -2 4
g (V,f (V). f2(V) =g |1 0 0 avec{02+201—>02
1

1 1 Cg—4Cl—>Cg
1 0 0
=rg|1l 2 —4] avec C3+Cy — Cs
1 3 -3
1 00
=rg|l 2 0|=3
1 3 3

Donc la famille (V, f (V), f?(V)) est libre et, par définition de d (V) > 3. Et comme d (V) < 3

‘apres 2., [d (V) =3

Donc d’apres 7. avec V # 0, ‘ f est cyclique.

17. Les polynémes annulateurs de g ou de G sont les m” mes.

1 -1 0 1 -1 0 2 =20
G=| -1 1 0 -1 1 0|=|-2 2 0 ]|=2G
0 0 2 0 0 2 0 0 4

Donc X2 — 2X est annulateur de G

Comme G et I ne sont pas proportionnelles, il n’y a pas de polynéme annulateur de degré
inférieur ou égal a 1.

Donc, | X2 — 2X est annulateur de degré minimal.

Or, d’apres la question 11., si u est un endomorphisme cyclique, P4 qui est de degré n = 3, est
annulateur de degré minimal.

Comume ici, le degré minimal d’'un polynéme annulateur est 2, | g n’est pas cyclique.
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18.

‘/1 = (17 _17_2)7 V2

(1,1,0) et V3 = (1,—1,1)

1 -1 0 1 2 1
-1 1 0 -1 |=| -2 |=2| -1 | doncg(Vh)=2W
0 0 2 -2 —4 -2

et de méme , g (V) =0Vz et g (V3) = 2V3

et ces vecteurs sont non nuls donc vecteurs propres de g.

Donc ‘ (V1,Va, V3) est une base de vecteurs propres de g associés a 2, 0 et 2

Section D - Avec Python

19. Si P (k) P (zr11) <0, alors P (x) et P (xky1) sont de signe strictment distinct.

20.

21.
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P étant continue sur [xy, xi41] avec 0 compris entre P (z) et P (xg4+1), P a au moins une racine

dans lintervalle |zy, zi11] (théoréme des valeurs intermédiaires)

Les intervalles |z, zx+1[ pour k € [[1,n]] étant disjoints,P a donc au moins n racines distinctes.

Et comme deg (P) = n, il en a au plus n.

Donc, ‘dans ces conditions, P possede n racines distinctes. ‘

Si z est un réel tel que P(z) = 0 alors
ou bien |z| <1 alors |z| < max (1,22;(1) |ak|)

ou bien |z| > 1 et 2" = Y7 az¥ et, comme 2 # 0: 2 = 0" a2k~

Donc |z| = ’Zk 0 Ok 2k— ”*1‘ < Zz;é lak| ‘zk_”“‘ par inégalité triangulaire.

Comme k —n + 1 < 0 alors |z|F~"!

Donc,| si z est un réel tel que P(z) = 0, alors |z| < max (1, S |ak|>

Avec un compteur c, on compte le nombre de changement de signe :

1 |def racSimpApprox(coeff,pas):

2 n = np.shape(coeff) [0] #deg du poly

3 p = np.ones(n+1)

4 p[O:n] = —coeff #on réajuste les coeff de P

5 ¢ = 0 #compteur de chgts de signe

6 m = np.max(np.array([np.sum(np.abs(p)),1]1))
7 X = -m-pas/2

8 while x<=m+pas/2 :

9 if nppol.polyval(x,p)*nppol.polyval(x+pas,p)<0 :
10 c = c+l

11 X = X+pas

12 if = n :

13 val = True

14 else :

15 val = "ind"

16 return val

< 1 pour tout k € [[0,n — 1], et |2] < 7]

|ax|

22. La fonction renvoie "ind" lorsqu’elle n’a pas détecté n changements de signe avec CE pas.

Cela peut étre di au fait qu’il n’y a pas n racines réelles, ou bien au fait qu’il y a plusieurs

racines réelles distinctes dans un méme pas.

Si racSimpApprox renvoie Vrai, alors le polynome P a n racines réelles dstinctes, donc A est

diagonalisable.
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Partie II - Etude de deux cas particuliers

Section A - Endomorphismes diagonalisables qui sont cycliques

23. Les endomorphismes u — \; idg commutent.
Donc, pour un vecteur propre V; associé a la valeur propre \;,

(u—Aidg) o (u—Agidg) oo (u— Apidg) = (u — A1idg) o (u — Agidg) o -+~ o (u— Apidg) o
(u—/\iidE) (V;) =0

u est diagonalisable, donc il y a une base de vecteurs propres.

Et, sur cette base de vecteurs propres, cet endomorphisme s’annule.

‘Donc cet endomorphisme est nul. ‘

24. En développant cette composée, on obtient un polynome en u de degré p, qui est donc une
combinaison linéaire nulle de (idg, u, u?, ..., uP) dont les coefficients ne sont pas tous nuls. (celui
de uP est 1 # 0)

Donc la famille (idg,u,u?, ..., uP) est liée

25. Si u est cyclique, et diagonalisable, d’apres la question 13, il a n valeurs prorpes distinctes.
Dong 7=1]
. k - n N s ey k
26. B(e,n) = (u (€)>k€[[0,nfl]] = (lel (M) ez)ke[m’nil” par linéarité de u” pour tout k.

Soit (ak)ke[[o n—1]] € K™ tel que ZZ:(I) apuF (e) = 0 alors 31, (Z":l ak/\’?> e; =0

Donc, ((e;) famille libre) pour tout 7, ;' ak)\k = 0 et le polynéme P = >/~ Lap X de degré
au plus n — 1, a n racines (Ai);c dlstmctes

Il est donc nul, et pour tout k € [[0,n — 1]], a = 0.

Donc B(e, n) est libre de n vecteurs, donc eEst une base de E et E (e, d (e)) = E donc ‘ u est cyclique.

27. On avait montré au I.C. que V1, Vo, V3 étaient base de vecteurs propres de f (associés a -2,0, et
1)et de g (associés a 2,0 et 2)

Donc, uq (V1) = (g +af) (V1) = (2 —20) Vi
ua (Vo) = (g + af) (V2) = (0 + 0a) Vo = 0V5 et
ua (V3) = (9 + af) (V3) = (2+ 1a) V3

Donc (Vi, Va, V3) est également base de vecteurs propres pour |u, qui est donc diagonalisable.

D’apres 25. et 26., un endomorphisme w diagonalisable est cyclique si et seulement si il a n
valeurs propres distinctes.

Dong, ici, si 2 —2a#0,2—2a#2+aet 24+ a #0
2—2a#0<=a#1

2-2a#2+a<=a#0

24a# 0= a# -2

Et‘ua est cyclique < ag{—2,0,1}‘

Section B - Endomorphismes nilpotents qui sont cycliques

28. Soit (a;) € K tel que Y125 i’ (€) =0
Par ’absurde : Si les a; ne sont pas tous nuls, soit j = {i € [[0,r — 1]] / a; # 0}
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alors g;jl au’ (e) =0 et

0=u""771 (Tzl o’ (e))

>r

r—1 —_—~
i1, rti—j—1
S () 5l T T

=7

r—1
=u""(e) + Z a;0
i=j+1

car u est nilpotente d’indice r. Ce qui contredit u"~* (e) # 0.

Donc, pour tous les a; sont nuls et |la famille (e, u(e),...,u""1(e)) est libre dans E.

29. Le cardinal d’une famille libre est inférieur ou égal a la dimension de ’espace vectoriel donc

Si r = n, alors, pour ce e # 0 tel que u" ! (e) # 0, d’apreés la quetion précédente, d (e) = n donc
u est cyclique.

Réciproquement, si u est cyclique, il existe e # 0 tel que d (e) = n donc tel que (uk (e))ke[[o 1
n—
soit libre.

Et pour ce e, u" ! (e) # 0, donc I'indice de nilpotence r > n, et comme 7 < n, on a bien r = n.

Finalement, ‘l’indice de nilpotence r = n si et seulement si u est cyclique. ‘

Dans ce cas, la matrice dans la base B(e,n) est une matrice de Frobenius avec u (u"~1 (€)) = 0,
donc la derniére colonne nulle :

0 - - 0

1 . (0
matB(e,n) (u) = ( )

0 . .o

© 0 1 0

Section C - Un second exemple

30. Pour tout k € N: [;"® the~tdt = [[7°° tF+1=1e~tdt converge et vaut T' (k + 1) = k!

Pour P = ZZ;& apXF*, fonction polyndmiale de degré inférieur ou égal & n — 1, en développant
les (z + t)ket en regroupant suivant les puissances de t, il existe des fonctions polynémes Pj de
degré inférieur ou égal a n — 1, telles que P (x +t) = Zz;é Py, (x) t* pour tout ¢ et x réels.

Donc, par linéarité d’intégrales convergentes,

SOP (v +t)etdt = [T SN2 Py (z) the~tdt converge | et vaut Y277, Py (v) k!

Donc|x — 0+°° P (z +t) e tdt est bien une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n — 1, dans F

31. D’apres la question précédente, u est une application de F dans FE.

Etavec Pet Qde E,et \€ R, et 2 € R, [ (AP + Q) (z +t)eldt =\ [ P (x +t)e tdt +
0+°° Q (z +t) e~ tdt par linéarité d’intégrales convergentes.

Donc w(AP + Q) = A (P) + u (Q) et u est bien linéaire.

‘u est un endomorphisme de F. ‘

32. Soit t €Ret A>0:u(P)(x) = [;FP(xz+t)etdt
avec f et g de classe C'* sur [0, A] :
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33.

34.

35.

36.

f@)=Px+t): f(t)=P(x+1)
g (t)=c"g(t)=—c
on a par intégration par parties :

A A A
/ P(x+t)e tdt = [—P(a:+t) e*t] +/ P (x+t)e tdt
0 t=0 0
A
= —P(x+A)e_A—|—P(x)eO+/ P'(z+t)e tdt
0

et,P(x+ A) :o(eA) donc P(av—i—A)e*AA—}r 0
—r+00

Comme P’ est polynomiale, d’apres 33. [[7°° P’ (z + t) e~tdt converge et vaut u (P') (z)
done [{* P(z+t)etdt — P(z)+u(P)(z)et
A—+o0

Vo €R u(P)(z) = P(z) +u(P) (x)]

On montre par récurrence, que, pour tout m € N : u(P) = 37, P*) 44 (P(m+1))
Pour m=0:Y%_o P% 44 (P(0+1)) =P+ u(P')=u(P) dapres 35.

Soit m € N tel que u(P) = 31, P®) 44 (P(m“)> alors

Pm+1) ¢ E donc d’apres 35., u (P(m+1)> =Pt 4y (P(m+1)’>

et u(P) = Yy PW) 4 POnD) gy (POnt2)) — 5ol pk) gy (Pm+2)

Donc, la propriété est bien vraie pour tout m entier et en particulier pour m = n — 1 pour lequel
P =0 car P est de degré inférieur ou égal & n — 1.

et, comme u (0) = 0 par linéarité de u, il ne reste que |u(P) = S7Z; P*)

Soit x € R. Comme f0+°° P (z +t)e~tdt converge, par changement de variable affine t = s —
[ P (s)e”5=")dt converge et est égal & [;"° P (x +t) e tdt.

Et par linéarité d’intégrales convergentes, | Vo € R u(P)(z) = e [.7° P(s)e™*ds

Pour tout = € R: [F P(s)e™%ds = [;F® P(s)e™*ds — [ P(s)e *ds

Avec f : s+ P (s)e ® continue sur R, z — [ P(s)e*ds est la primitive de f (qui s’annule en
0)

Donc x + [/ P(s)e™*ds est dérivable sur R et sa dérivée est z +> —P (z)e™®

u(P):xre” f;oo P(s)e *ds donc, par produit,‘ u (P) est dérivable sur R ‘et, pour tout z € R

u (P) (z) = €” /+OO P(s)e ®ds+ e x —P (z)e™ ™

x

— u(P)(2) - P(a)

et | (u(P)) =u(P) - P|
On avait vu a 35. que u(P) = P(x) + u (P’)
on don bien , | (u(P)) = u (P")|

Pour tout k € [[0,n —1]], et z,t € R
(z+t)F =3 (’f)tk_zscZ et

k - & L
u (Xk) (z) =) <];> ' /0+ th=le=tat = > (?) (k—i)la’ =) ]:—"x’
— ‘

i =0
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k!

donc u (X k) = Zf:o —X* donc la matrice de u dans la base C = (X k) est nulle sous
7! kel[0,n—1]]
k!
la diagonale et a pour termes diagonaux i 1
1 11/00 -+ (n—1)1/0!
0 1 (n—1)1/1!
et |mate (u) = o ) matrice triangulaire et Sp (u) = {1}
(0 . :
o -+ 0 1
o 1o --- (n—1)t/0!
0 0 (n—1)1/1!
37. mate (u —id) = | . 0 ) est échelonnée a partir de la seconde colonne.
: 0 " :
0 --- 0 0

donc rg (v) =n — 1.
D’autre part, les images par v des vecteurs de la base canonique sont tous de degré < n — 2.
Donc Im (v) C Ry—2 [X] et dim (Im (v)) = dim R, _2 [X] d’ot Im (v) = R,,—2 [X]

Donc ‘ Im (v) est I’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n — 2.

38. Pour tout 1 <k <n—1, on adeg (v (Xk» =k—-1.
Donc, par récurrence avec orédécesseurs, deg (vk (X k)) =0 et vFf! (X k) = 0.

De plus n > k+ 1, donc v" (Xk) = 0, sur la base de (Xk)
v")

‘Donc v est bien nilpotente. ‘

, et v = 0 (par linéarité de
ke[[0,n—1]]

Et comme deg (v~ (X™1)) =0, 0" (X™71) £ 0 donc v ! # O et ‘ v est nilpotente d’indice n

D’apres la question 28. ‘U est alors cyclique ‘

Partie 111 - Décomposition de Frobenius et applications

Section A - Cas d’une homothétie

39. Si u est une homotétie de rapport A\, avec p =n , (Ui)ie[[l,n]] une base de F et F; = Vect (v;) on
a u (v;) = Av; donc Vect (v;) est stable par u et pour tout i, F; est stable par u.

Comme, pour tout 7, (v;) est une base de F; et que la juxtaposition des bases des F; forme une
base de F, alors les F; sont supplémentaires dans F.

Pour tout 1, (vi, u|p, (vl)) est 1i¢ donc d (v;) = 1 = dim (F}) donc u), est cyclique

Donc,‘ la propriété (R) est réalisée si u est une homothétie. ‘

Section B - Cas ot u n’est pas une homothétie

40. A la question 6., on a vu que u est une homotétie si et seulement si d (¢) = 1 pour tout vecteur
e n on nul.

Par contraposée, puisque u n’est pas une homotétie, il existe e vecteur non nul de E tel que d(e) # 1. ‘

41. Sid(e) = n, d’apres 7. u est cyclique.

Donc avec p = 1, en choisissant F; = F, on a E' = I} non nnul, stable par u, et up = u
cyclique.

‘ (R)) est réalisée si d = n.

10
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42. ¢ est une application de E dans K.

€d—1 = X prd—1 0er + leq—1 donc ¢ (eq—1) = 1 et ¢ est non nulle.

Pour tout z = EZ;OI Trer et y = Zz;é yrer de F et A € K,

alors \e +y =2 = ZZ;& (Axk + yi) ex

et o (AT +y) = ATa—1 + Ya—1 = Ap (z) + ¢ () -

variante : la (d — 1) coordonnée de la combinaison Az +y est la combinaison des (d — 1)°™
coordonnées.
Donc ¢ (Az +y) = Ao (z) + ¢ (y)

‘Donc @ est une forme linéaire non nulle de E.

43. Pour tout k € [[1,d]], ¢ o u?™* composée d’applications linéaires, est linéaire.

Dong, pour tout x et y € E et A € K,
2O +y) = (Mpou™ @) +pouF W)

=\ (cp ou” (x)>keke[[1,dﬂ + (gp ouP (y))
— 2D (@) + D (y)

keke([1,d]]

et | ® est bien linéaire. |
44. @ (eg) = (¢ (u'71(e)) o (u2(e)) -, p(ule)), le) ) = (1,0-+- ,0)
car i (ub(e)) =0sik#d—Tet=1sik=d—1
® (e1) = @ (u(en) = (¢ (ul(e)) .0 (u1(0)) - - p(ule))) = (i (wi(e)) 1,0, ,0)
Huk(e)) = ¢ (ut3 1+ (e)) = 0'si

pour tout k € [[1,d — 1]], et pour j € [[0,d —1]] : ¢ (ud_j_
d—j—14+k#d—1cest adiresij#k

Dond| avec (Bok, Bk - - > Be—1,k) = (w (udfl(ek)) e (Ud*k(ek))) on a ®(ex) = (Bok, Brks-- - Br—1,k,5 1,0,

ey

45. On a ainsi les coordonnées des images des vecteurs de la base B(e,d) de F} et

la matrice de ® de la base B(e,d) de F} dans la base canonique de K9 est triangulaire,
avec diagonale de 1 # 0

Cette matrice étant inversible, | ® est bijectif.

46. Supplémentaires : Puisque ® = P, est injective, son noyau est réduit a 0.

Donc, siz € Finker (®) alors @ () = 0 etz € F} donc x € ker (@) etz = 0et F} et ker () = G sont en som

Soit z € E, alors ® (z) € K%, donc (® surjective), il existe y € F; tel que @ (y) = ® ()
Soit alors z =z —y, ona ® (2) = ® (z) — & (y) = ® (z) — @ (y) = 0 donc z € G
etxr=y+z€F+Gdonc ECF+Get E=F+G

Stablité : (Merci a Noél Magnis) Soit z € G = ker (®), montrons que u (z) € G.

Ona®(z)= (go (ud_k (m)>)ke[[1,d]] = 0 donc, pour tout k € [[1,d]] : ¢ (ud_k (x)) =0.

D’autre part @ (u (x)) = (gp (ud_l‘”r1 (m)))
donc pour tout k € [[2,d]] .

d—(k—1) = _
eel[Ld] et p (u (:U)) 0 pour tout k—1 € [[1, d]]

Reste a voir, pour k = 1, que ¢ (ud (:U)) = 0.

11
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47.

48.

49.

Or d (e) est le cardinal maximal pour tout vecteur, donc d(x) < d(e) = d.
d = c i@l
Et u® (x) € B, (x) = Vect (a:, U (:c)) C Vect (( )) rell, d]])
Et comme leurs images par ¢ sont nulles, par linéarité de ¢, ¢ ( )
et ® (u(x)) =0 donc u(x) € ker (P).
Avec e € F} non nul, on a B(e,d) = (e, ottt (e)) = (e, e ,u|dF11 (e )) base de Fj donc libre.
Donc d|, (e) > d = dim (F}) et djp, (e) = d.

Et d’apres 7.‘ ur, est bien un endomorphisme cyclique de Fj. ‘

e avait été choisi tel que d(e) soit le maximum des d (x) avec x € E non nul.

Donc ‘pour tout vecteur ¢/ € G* C E*, d(¢/) < d(e) = d.‘

On procede par récurrence sur la dimension de E.

Si dim (E) = 1, avec p = 1, I} = E, est stable par u qui est une homotétie donc up, = u est
cyclique.

Soit n € N* tel que si u est un endomorphisme de E alors (R) est vérifié,
avec E de dimension n+ 1 et u € L (E)

ou bien u est une homotétie et (R) est vérifiée,

Sinon si d =n + 1, d’apres 44. (R) est réalisé

Sinon si d < n+ 1, d’apres 46. et 49., il existe F} et G tels que
E =F &G, dim(G) = dim (E) — dim (F}) donc non réduit a 0,

G stables par u avec u|p, cyclique.

Comme dim (G) < n + 1, on peut appliquer I’hypothése de récurrence a la restriction de u a G
qui se décompose G = > @ --- @ F),

D’ou la réalisation de (R) pour E. Et, par récurrence,

‘ (R) est vraie pour tout espace vectoriel E de dimension finie et tout u € £ (F). ‘

Section C - Premiere application : décomposition de Jordan des endomorphismes
nilpotents

50.

51.

Pour e un vecteur de Bp,, u(e) € F, car F}, est stable. Donc les coordonnées de u (e) sont nulles
en dehors de celles sur B, .

Et la matrice de u dans B est diagonale par blocs.

My O - 0
0 M, .o , .
Avec My = matp,, (u)on a|matg(u) = les 0 étant des matrices rectan-
. 0
0 0 M,

gulaires nulles.

On part de la décomposition issue de (R).
Sur chaque Fj, la restriction de u est donc nilpotente et cyclique.

et d’apres 32., il existe alors une base de F; dans la quelle la matrice de la restriction est nulle
en dehors d’une sous diagonale de 1.

La matrice obtenue au 53. est avec de telles matrices M;, donc nulle en dehors de la sous
diagonale ou les termes sont 1 (dans la matrice M;) ou 0 & 'angle de M; et M.

12
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Section D - Deuxiéme application : toute matrice carrée est semblable a sa trans-
posée

52. A est la matrice de u et S celle de f donc AS est la matrice de uwo f sur la base B(e,n) de E.

Par linéarité de u :

n—1
u(f(e)) = u (— <Z akuk‘1(6)> + un_l(fi))

k=1
n—1 n—1
=— Z aru®(e) + u™ (e) = — Z apu® (e)
k=1 k=1

Or u™ (e) = Y775 aru® (e) = 0 (nilpotente d’indice n) donc |u(f(e)) = ape | dont les coordonénes
sont (ag,0---,0)

Puis, directement |u(f(u(e))) = Zk 5 apuF=1e) +u" " e)
dont les coordonnées sont (0, —ag,- -+, —an—1,1) ; et pour tout j € [[0,n — 2]],

u(f(we)) = (Z =514 >)+u””“<e>

k=j+1

et u(f (w1(e))) = ue)

On a alors les coordonnées des images par u o f des vecteurs de la base B(e,n)

Donc‘ matg (e,n) (uo f) = AS‘

53. Les colonnes de S étant échelonnées (et non nulles) rg (S) = n dond S inversible. |

Comme elle est symétrique réelle, son inverse Sy 1'est également.

Enfin AS = 57 d’prés la question précédente, est aussi symétrique.

on a donc A = 515 ou S et Sy sont deux matrices symétriques réelles.
54. M = matg, (u) et P = Pg, B(en)
et d’aprés la formule de changement de base,matp, (u) = P matg ) (u) P~" donc
M = PAP™!
=PS SQPil
1
= PS, (tP) (tP) S,P

Comme S; et S sont symétriques V = PSy tP et W = tP ' S, P! le sont aussi :
'V =t(tP) 1S, 'P = PS, 'P =V et de méme pour W.

Sy = S est inversible, donc par produit de matrices inversibles, W = ‘P -1 SoP~ 1 est in-
versible.

Donc ‘M vérifie la propriété (S). ‘

55. Avec les notations précédentes, on a M = VW donc 'M ='W 'V =WV
Et comme W est inversible, {M ='W 'V =WV =W (VW)W =WMW !

Donc ‘ tM et M sont semblables avec Q = W1 ‘

13
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56. Le calcul par blocs n’est pas au programme en ECS. Cependant, donner une matrice de passage
par bloc est vrai est sera probablement accepté pour cette derniére question (pour celles et ceux
qui y arriveront)

On peut cependant s’en passer en utilisant les changements de bases cachés sous les matrices
semblables.
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