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DS11
Correction du concours blanc type Maths 3

sit<0

sit>0

—x X étant une transformation affine d’une variable a densité, elle est aussi a densité. Et
une densité de —z Xy est donnée par :

t
1 t—0 0 si —— <0 0 sit>0
L @( >: b\ 1 =949 A x .
Ze AL Si—£>0 ;e? sit<o0
X €T

1. (a) Soit z €]0,+o00] fixé. Notons ¢ : t € R —

Exercice 1 (Edhec 2012) 0
{ Y une densité de Xy. La variable
e

(b) Etape 1. Justification du produit de convolution.
Les variables X et —zX( sont des variables a densité, de densités respectives ¢ et 1,. De
plus :

o la fonction ¢ est bornée (car pour tout t € R, 0 < ¢(t) < A) ;
e les variables X7 et X sont indépendantes donc X7 et —zX( le sont également.

Par le théoreme de produit de convolution, on en déduit que la variable X; — xXg =
X1+ (—2Xp) est a densité et elle admet pour densité la fonction f définie (et continue) sur
R par l'intégrale convergente :

Fram [ ottate -t

Etape 2. Réduction du domaine d’intégration et calcul.
Fixons z € R. On a :

+o0 +oo
F2) = / o(t)a(z — 1) dt = / alz — AN dt.

—00 0
On effectue dans cette intégrale le changement de variables u = z —t, affine donc licite. On
adu=—dt, et u:z— —oo lorsque ¢ : 0 — 4+00. On obtient donc :

/ w 7)\ (z— u) du / 1/}1’ 7)\ (z— u)du

La fonction intégrée est non nulle sur | — oo, z]N] — 00, 0]. On a alors deux cas & considérer.

e Cas ou z > 0. On est alors dans la situation suivante :

a(u) # 0 0
°
] ]
] ]
] ]
' ®
] — o0, 2] —z—
On a | — 00, z]N] — 00, 0] =] — 00, 0] et donc :
0 Y 2 0
f(2) :/ éeAm e AE—U) qy = Ae_)‘z/ exp (x + 1)\u> du.
—oco & xr —00 X

La fonction intégrée est continue sur | — 0o, 0], donc l'intégrale est généralisée en —oo.
Soit A < 0. On a:

0 x+1 T x+1
/Aexp( . Au)du—[)\(:EJrl)exp( . Au)

e (e (S0
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2
On obtient donc f(z) = ):\E)\(;:l)e_)‘z = i 16_)‘2 dans le cas ou z > 0.
e Cas ou z < 0. On est cette fois dans la situation suivante :
Pa(u) # 0 0
°
] ]
] ]
] ]
. 'l
] — 00, 2] —z—
On a cette fois | — 0o, 2]N] — 00, 0] =] — o0, 2], de sorte que :
A2 2 1
f(z)= 7(2,)\2/ exp <$ i Au) du.
x —o0 x

Comme précédemment, on a pour tout A < z :
z x+1 x rx+1 #
Au | du = A
/A eXp( T u) " L\(:L‘Jrl) eXp( T u)]A
x r+1 z+1
e £ 1) <exp( . z) exp( . ))

— x ex <$+1/\z)
A——oo Nz + 1) P\2

2 1
On obtient donc f(z2) = 2)\(;:_1)6_)‘3 = xi T OXPp (—)\z + xj; Az) = xi exp <iz)
pour z < 0.

En résumé, nous avons bien prouvé qu’une densité de X1 — zXg est donnée par :

A <)\z> ]
exp|— ] siz<O0
fize x—)|\—1 x
exp (—Az) siz>0.

+1

(c) Comme X et X prennent presque siirement des valeurs strictement positives (car P(X; >
0) = / " p(t)dt = 1, et de méme pour Xj), T" prend presque stirement des valeurs
stricten?ent positives. Ainsi on a Fr(z) = 0 pour tout = < 0.

Soit > 0. On a :

Fr(z)=P(T <) =P (f{; < :1:) — P(X1 < 2X0) = P(X1 — 2Xo < 0) = /_OOO F(2)dz

= A /0 ex (Az) = A lim [xex (A'Zﬂo— A lim (I—mex </\y)>
Cx+1 /) P T %;0x+1y—>—oo A P x y_x+1y—>—oo A A P x

Az T

%:>033‘+1X_$+1'

On obtient donc pour fonction de répartition de 7" :

0 siz <0
Fr:.oz— x

siz>0"

T +

2. Commengons par noter (¢a nous servira dans la suite) que 7' est une variable & densité car sa
fonction de répartition Fr est continue sur R et de classe €' sauf éventuellement en 0.
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3.

T étant a valeurs positives (puisque P(T' < 0) = Fr(0) = 0), X = |T'| + 1 prend ses valeurs
dans N*. De plus pour tout n € N*, on a (en revenant, comme a chaque fois qu’on rencontre
une partie entiére, aux inégalités définissant cette partie entiere) :

P(X=n)=P(|T)]=n—-1)=Pn—1<T<n)=P(n—-1<T<n) carT continue
n n—1 n*—m+1)(n-1) 1

:P(Tﬁn)_P(Tgn_l):nJrl_ no n(n+1) (1)

On a donc :

1

(a) C’est un cas particulier de la question 1.(a) avec z = 1. Un densité de —X est donc :

byt 0 sit>0
b Aexp (At) sit<0°

(b) Pour tout x € R, on a :

Gn(x) =P, <z)=P (

@.
s

=1

car les X; sont indépendantes. Comme elles sont de plus de méme loi, on en déduit que :

0 siz <O

Gn:x— (Fx,(z)" = {(1 . e—Aw)n siz>0

G,, est continue sur R et de classe €' sur R sauf éventuellement en 0 car F x, lest. Donc
Y,, est une variable a densité. Et une densité de Y,, est (en prenant une valeur arbitraire en
0) :

P sit<0
on nie M1 —e M)l it >0

Remarque. G} n’est pas définie sur tout R, car G, n’est pas dérivable en 0, et donc il
serait inexact de dire qu'une densité de Y;, est GJ,.

(c) Etape 1. Justification du produit de convolution.
Y, et — X sont des variables a densité, de densités respectives g, et ¥1. De plus :
o la fonction g, est bornée (car pour tout t € R, 0 < g,,(t) < nl) ;
e les variables Xy, X1,...,X,, sont indépendantes, et donc Y, et —Xy également par
lemme de coalition.

Par le théoreme de produit de convolution, la variable Y;, — Xo = Y,, + (—Xp) est a densité,
et une densité est donnée par le produit de convolution :

“+oo
hn:xeR— /_ gn ()1 (x —t) dt.

Etape 2. Réduction du domaine d’intégration et calcul.
Fixons # < 0. On a :

hn(l') = /+Oo gn(t)¢1 (JL' - t) dt = nA 0+OO 1[)1(1» _ t)e—kt(l _ e—)xt)n—l dt.

—00
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On effectue dans cette intégrale le changement de variables u = x — ¢, affine donc licite. On
adu=—dt, et u:x— —oolorsque t: 0 — +oo. On en déduit que :

haa) = [ (e 01 = X0 (du)
_ ?’L)\/ 1 (u)ef)\(xfu)<1 _ e*/\(zfu))nfldu

La fonction intégrée est non nulle sur | — oo, z]N] — 00, 0]. Représentons ces intervalles pour
en déterminer 'intersection :

Y1(u) # 0

Y W)

1
1
1
®
T

| — o0, 7] —x—

On a ] - oo,ac]ﬂ] - 0070] Z] - OO,CC], et donc :
hn(x) — / )\ez\un)\e—)\(x—u)(l - e—)\(:(;—u))n—ldu
—00

Soit A < z. On effectue une intégration par parties sur le segment [A, x].

+ Ae n)\e—k(x—u)(l _ e—)\(az—u))n—l
N\
)\26)\11 i _(1 o e—)\(az—u))n

Les fonctions u — Ae " et u — (1 — e @) sont de classe €' sur [4,z]. D’ou par
intégration par parties :
x x
hn(z) = {—/\e)‘“(l - e*)‘(“’;“))"}A +/ e (1 — e*)‘(x*“))”du
A

x
=0+ AM (1 — e MamAn 4 / A2 (] — e M AUy
A

A x
=\ AA 1 —Az—A)\n + [_ 1_ -z _Au\n+1
e(l-e ) (n+ 1)6_/\9“( e ™) A
_ )\eAA(l _ e—)\(z—A))n — 0+ (nj‘_ 1)6)\$(1 _ e—)\:ceAA)n—i-l
A
e)\x
As—con+1
On en déduit que :
1 Az

4. (a) Soit n € N*. L’événement [Z > n|U[Z = 0] se réalise si et seulement si on a X; < X, pour
tout i € [1,n], soit si et seulement si Y,, < Xy. D’ou 'égalité des événements :

[Z>n]U[Z =0] =Y, < X

(b) D’apres la question précédente, on a :

+o0 +o00 +o0
Yk < Xol=((Z>KU[Z=0])= (ﬂ[Z>k]> UlZ =0].
k=1 k=1 k=1
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“+o00
Mais n [Z > k] = (), puisque Z prend une valeur finie par définition, et ne peut donc étre
k=1
supérieure a tous les entiers naturels. On obtient donc :
“+o00
N [Ye < Xo] = [Z =0].
k=1

De plus, nous savons que :

0 0 1 1
P(Y, < Xo) = P(Y,, — X0 <0) = hy (1) dt = e Mdt = .
(Vo< Xo)= POa= X0 0) = [ ha()dt= [ ——xeMat= —

Mais grace a I’égalité démontrée précédemment, on a [Z = 0] C [Y,, < Xp] pour tout n > 1,
et donc :
0< P(Z=0)< P(Y, < Xo) =

On en déduit que [P(Z =0) = 0.

Soit n € N*. A T’aide de la question 4.(a), on a :

—
n—+1 n—+oo

P(Y, < Xo) = P(Z >n)+ P(Z=0)=P(Z >n)

par incompatibilité des évenements [Z > n| et [Z = 0]. Mais P(Y,, < X() a été calculé a la

question précédente, et vaut T On obtient donc que, pour tout n € N* :

n +

HZZWZP@>n_D_HZ>m:i_ni1:M;H)

= P(X =n).

Puisque U € [0, 1] presque stirement, on a V' € [0, +oo[ presque siirement. En particulier,
on a Fy(z) = 0 pour tout x < 0.

Soit & présent > 0. On a :

Fy(z) = P(V <z)=P(ln(1 - U) > —\x) P(1-U > e )

~—
exp croissante

—PU<1—e M) =1-¢
car 1 — e ™ € [0,1[ lorsque = > 0. Ainsi on a :

0 siz <0

Fyp:zeR— .
v {l—e/\gC sixz>0

On reconnait ici la fonction de répartition de la loi &(A), de sorte que |V — &(\).

La question précédente nous permet de simuler une loi exponentielle a I’aide de la commande
rand. On revient ensuite a la définition de Z : on fixe une réalisation de Xy, puis on simule
la loi &(\) jusqu’a obtenir une réalisation strictement plus grande que celle de Xj. Ce qui
peut se traduire comme suit en Scilab.

1 [function z = simule(1bd)

2 z=1;

3 X0 = -(1/1bd)*log(l-rand()) ;

4 X = -(1/1bd) *log(1-rand()) ;

5 while X <= X0

6 X = -(1/1bd) *log(1l-rand()) ;
7 z = z+l ;

8 end

9 |endfunction
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La variable X0 sert a simuler X, puis X contient les simulations successives de X1, Xo,...
Tant qu’aucun des X; n’est pas strictement supérieur & Xy, on ajoute 1 a z, et on simule
la variable X; suivante (dont la valeur est stockée dans X).

Remarque. Notons qu’en théorie la boucle while pourrait tourner indéfiniment et ne
jamais s’arréter. Mais ceci correspond au cas ou Z = 0, et nous avons prouvé que la
probabilité que cela arrive est nulle.

Exercice 2 (EML 2020)
Partie A : Etude d’un produit scalaire.

1. L’intégrale converge évidemment pour P = 0.

Supposons P # Og[x], et notons a, X" son terme dominant (ot a, # 0 et n = deg(P)). La
fonction intégrée ¢t — P(t)e™" est continue sur [0, +oo[. L’intégrale est donc impropre en +oo.
On a:

o 2P(t)e™t ~ apt**e ' — 0 par croissance comparée, de sorte que P(t)e”! =
t—+o00 t—+o00 t—+o00
1
o(#)

1
. t—QzOpourtoutt>0;

+oo
. / o) dt en tant qu’intégrale de Riemann en +o0o d’exposant @ = 2 > 1.
1

+oo
Par théoreme de comparaison, ['intégrale P(t)e~"dt converge.
0

2. Toujours d’apres la premiére question, on notera que l'intégrale définissant (P, Q) est bien définie
pour tout P,Q € R[X], de sorte que {-,-) définit bien une application de R[X]? & valeurs dans
R..

Montrons qu’il s’agit d’un produit scalaire.

o linéarité a gauche. Pour tout P,Q, R de R[X] et a, 8 € R, on a :
+00 '
@P5Q.R) = [ (aP+5Q) (0RO
0

_ a / P R)etdt + 8 / " QW Rt)etdt
tout Co_nverge ! 0 0
= a (P, R) + (Q, R)
Donc (-, ) est linéaire a gauche.
o Symétrie. Pour tout couple (P,Q) de R[X]?, on a :
+o0 +o0o
(@)= [ PwQuetdt= [ QuP@etd = (@.P).

Donc (-, ) est symétrique, et également bilinéaire.
o Positif. On a pour tout P € R[X] :

+oo
(P, P) :/ P2(t)et dt >0
0 ~—
>0

par positivité de I'intégrale.
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o Défini positif. Soit P € R[X] tel que (P,P) =0. On a :
+oo
(P, P) :/ P2 (t)e~tdt =0.
0

Puisque ¢t — P2 (t)e~! est une fonction continue et positive sur R, on en déduit par
théoreme de nullité de l'intégrale que :

Vvt >0, PXt)e'=0 = Vt>0, P(t)=0.

P admet une infinité de racines (tous les réels positifs strictement), et donc P = Op[x].

Donc (-, -) est un produit scalaire.|

3. Pour tout (i,7) € N? on a :

o +oo
(X7, X7 2/0 et dt = L [= (i + J)!

En particulier, on a pour tout ¢ € N :

7)) = /X7y = /it

4. (a) On va construire une telle famille (Qq, @1, Q2) par le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, en orthonormalisant la famille (Py = 1, P, = X, P, = X?).

P
e Ona [P S V0 F0)! = 1. Posons donc Qy = —

1Pl
e On procede en deux étapes :

— on « redresse » P; en un vecteur orthogonal a (Jg. Pour cela, on pose :
Ri=P —(P,Q0)Qo=X—(X,)1=X—-(1+0)!=X—1.

— On normalise R;. On al :

IB? = [P = (P, Qo)Qol” =20 = (X, 1) =2 — (1 + ) = 1,
Pythagore
Ry
etdonc Q1 =—=X—1.
[ R |

e On procede en deux étapes encore.

— on « redresse » P, en un vecteur orthogonal a )y et (1 en posant :
Ry =Py — (P3,Q0)Q0 — (P2, Q1)Q1 = X* — (X*, 1)1 — (X*, X = 1)(X — 1)
= X% = (240)! - ((X%X) = (X21)) (X = 1) = X =2 (2+ )= (2+0))) (X = 1)
= X% —4X + 2.

— On normalise Ry. On a :

IR2]* | = [|P2]* = (P2, Qo)” — (P2, Q1)* = (2+2)! = (2+0)1* = (2+1)! = (2+0)1?
Pythagore
=24—-4-16=4
Ry
et donc Qg = ——— = 1X2 _2X 1.
[Raf| 2

1Utiliser le théoréme de Pythagore simplifie quelque peu les calculs. On pouvait aussi développer le produit scalaire
directement pour obtenir le méme résultat.
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En répétant ce procédé, on construit ainsi une famille de polynémes (Qg)ren vérifiant les

T
hypotheses de I’énoncé. Par unicité, on adonc|Qp =1, Q1 =X — 1, Q2 = §X2 —2X + 1.

(b) Soit k € N. %} est une famille orthonormée de polynémes de Ry[X]. Elle est donc libre, de
cardinal k + 1 = dim(Rg[X]). [} est donc une base de Ry[X]]

5. (a) Pour tout i et j: h;; = (X1 X7 = (i+j—2)!

o 1 2 11 2
Donc [Hy = (1! 2! 3| =11 2 6
20 3 4 2 6 24
3 -3 3\ /11 2 100
Et| -3 5 —-1]|1 2 6[=(0 10
1 1
5 —1 3 2 6 24 0 01
3 -3 3
Donc Hy est inversible et |[Hy ' = | =3 5  —1
1 1
r 4 1
2 1

(b) On a (puisque %2 est orthonormée) :
1= <17 Q0>Q0 + <17 Ql)Ql + <17 Q2>Q2 = Q07

X = (X,Q0)Qo + (X, Q1)Q1 + (X, Q2)Q2 = Qo + Q1,
X? =(X?,Q0)Qo + (X%, Q1)Q1 + (X?,Q2)Q2 = 2Q0 + 4Q1 + 2Q2,

apres calculs de tous ces produits scalaires (que je n’ai pas détaillé ici, a vous de le faire !).
D’ou par définition d’'une matrice de passage :

1 X X2
11 2\0Q 11 2
As=|0 1 4 1Q1 =10 1 41|
0 O 2 ] Qs 0 0 2
1 00 1 1 2 1 1 2
On a alors : tAy Ao=1[1 1 0|0 1 4]=|(1 2 6| [=H.
2 4 2 0 0 2 2 6 24

6. (a) A, est la matrice de passage de la base %,, dans la base %,,. Donc [4,, est inversible.]

(b) Par définition de Ay, les (akj)keqi,ni1] sont les coordonnées du vecteur X791 dans la base
%n = (Qo,--.,Qn), de sorte que :

n+1

—1
X7 =" ap Q1.
k=1

Pour tout (i,7) € [1,n+ 1], on en déduit que :

n+1 n+1
i—1 yj—1
(XX = (O akiQr-1, Y anjQe1)

k=1 (=1

n+1n-+1
= i Qp i _ _
bil. du prod. scal. Z Z kL] LQk 17,_/Q£ 1>
k=1 ¢=1
=00
. 1 sik= . , .
ou 0 ¢ = 0 ) car la famille %, est orthonormée. On obtient donc :
sinon.

) ] n+1
(XL XTTN =3 agiang
k=1
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(c) Pour tout (i,j) € [I,n+ 1], on a :

n+1 n+1
. . 7.(b
hij = (X" X771 L > aniar; = Y [ AnliklAnlk; = [ FAnAnli;.
k=1 k=1

Dol I'égalité :

7. (a) Nous avons vu plus haut que A, est inversible. ‘A, est donc également, et [H,, est inversible]
comme produit de matrices inversibles.

(b) On a:

t, =t (tAnAn) —th,t (tAn> —tA, A, = H,.

[Ainsi, H,, est symétrique réelle, donc diagonalisable.]

(c) Soit a une valeur propre et Y € 4,41, un vecteur propre associé. On a :
Y H,Y =Y aY =a HY”%H,I(R)

ou ||| 11 (R) désigne la norme euclidienne canonique de M,,411 (R). D’autre part, on a

tY HnY — tY tAn AnY - t(AnY) AnY = HAnYH2%n+1 1(R) :

On obtient donc (puisque [[Y]| ;. . (g # 0 car Y est vecteur propre) :

2
_ ||AnY||.///n+1,1(R)

2
||Y||,//n+1,1(R)

qui est positif. Plus précisément, on a méme o > 0 car A,Y # 0,41,1 puisque A, est
inversible et Y # 0,41,1. Ainsi, [les valeurs propres de H,, sont strictement positives.|

Partie B : Etude d’une projection.

8. (a) Par définition de V,ona: R=337_oapX"
D’ot pour tout ¢ € [0,n], on a :

n

<R,Xi> - f:ak<X’“,X@'> = Zak<Xi,Xk>.

lin. égauche =0 symétrie =0

(b) Prenons donc R € R,[X]. R est le projeté orthogonal de P sur R, [X] si et seulement si
P — R est orthogonal & R,,[X], soit :

Vie[0,n],(P—R,X)=0 < Nie[0,n],(P,X")=(R X"

En utilisant la question précédente, on en déduit que R est le projeté orthogonal de P sur
R, [X] si et seulement si pour tout i € [0,n], on a :

n

[U)ig11 = (P, X") = (R, X") = > ay <Xi,Xk> o= hipienon = [HaV]iv1a
k=0 k=0

ce qui équivaut encore a U = H,,V. Puisqu’enfin, H,, est inversible, on en déduit que R est

le projeté orthogonal de P sur R,,[X] si et seulement si

9. Soit R = a+bX +cX? € Ry[X]. D’apres la question précédente, R est le projeté orthogonal de
X3 sur Ry [X] si et seulement s'il satisfait le systéme :

(X3,1) = (R, 1) 3l=a(l,1) +b(X,1) + (X2 1) a+b+2c=6
(X3, X) = (R, X) e 4l =a(l, X) + (X, X) + (X2, X) S qa+2b+6c=24
(X3, X?) = (R, X?) 5! =a(l, X?) + b(X, X?) + ¢(X?, X?) 2a + 6b + 24c = 120
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a=26
ce qui équivaut encore, apres résolution par 'algorithme du pivot de Gauss, a : b= —18
c=9

Ainsi, le projeté orthogonal de X3 sur Ro[X] est [ R =9X2 — 18X + 6.

Remarque. Une autre méthode, qui n’était pas celle suggérée par ’énoncé, consiste a remarquer
que nous avons calculé une base orthonormée (Qp = 1,Q1 = X — 1,Q2 = %XQ —2X +1) de
Ry[X] & la question 5.(a) de la partie A. Par le cours, on sait alors que le projeté orthogonal de
X3 sur Ry[X] est donné par :

R = (X%Q0) Qo+ (X" Q1)@+ (X*Q2) Qs
= 6Qo+ (24—6) Q1 + (;120—2><24+6> Q2

1
= 6—|—18(X—1)+18(2X2—2X+1>

= 9X2_-18X +6

Exercice 3 (EML 2010)
Préliminaires.

1
1. Z — est une série de Riemann d’exposant 2 > 1, lelle converge donc.] On en déduit en partic-

n>1
_1)n
2

est absolument convergente, donc [convergente.] Enfin pour la série

ulier que la série Z (
n>1
Z 1
(2k +1)%’

k>0

on peut effectuer un théoréme de comparaison :

1 1
* 2k + D)2 kotoo 42
1
o EZOpourtoutk‘Zl;

“+oo
. Z k2 est une série de Riemann convergente

T
> GETTE
2 @k 1)

Par théoreme de comparaison de séries & termes positifs, converge.

2. Pour N > 1, on a (en séparant termes pairs et impairs) :

2

=2

1

1 . NZ 1
"2 2 2
2k) prrd (2k+1)

n2

E

3
Il
MR
=~
Il

1
N | N1 1
Lt @iy

D’ot en faisant tendre N vers +oo dans cette égalité (tout converge) :

pMH

YoEtiimt Z T

— =
n:ln

10



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

+001 2

T
E dmettant E — = —, btient :
n admettant que P n2 6 on optlien
2 2 “+00
T 1x 1
=1 T (9L 1L 1\2°
6 46 Z(2k+1)

k=0

soit encore :
= — =
= (2k+1) 24 24 8

3. Pour N > 1, toujours en séparant termes pairs et impairs, on a :

% (-1)" _i (—1)2 +N§ (—1)2k+1 1% Ny
2 2 YR 5 - P EEUE
= n = (2k) = (2k +1) 4 = k Pt (2k +1)
D’ou lorsque N tend vers +oo (la aussi, tout converge) :
ST e
n2 46 8 12

n=1

Partie I : Eléments d’étude de f.

T
4. La fonction ¢t —

est continue sur ]0,1] (car z peut éventuellement étre négatif), donc

1+t
1 4z
lintégrale / dt est généralisée en 0. Et en 0, on a :
o 1+t
14+t t—0 =z’

e t* > 0 pour tout ¢ €]0,1] ;

Lt
. / p— est une intégrale de Riemann en 0, qui converge si et seulement si —z < 1 < x > —1.
0

xT

T
Par théoreme de comparaison, ['intégrale / ; dt converge pour tout x € J.
0

5. On a: L g 1
10)= [ 755 = @+ ) Eme
t (141t

G N R e U S L —
f(l)—/o mdt—/o 17+tdt_/o 1 mdt—[t In(1+1t)]y [=1—In(2)]

6. Soit = € J. Pour tout ¢ €]0, 1], on a :

xT

0< < t*.
14t
Par croissance de U'intégrale (toutes les intégrales en jeu convergent puisque = € J) :
1
0< flz) g/ t* dt.
0
Pour 0 <a <1,ona:
1 t:r)-i—l 1 1— x+1 1
/ 7 dt = NN .
a x—i—la r+1 aotoox+1
Ainsi on a : ’
Vered 0<f(x)< .
< f@) < —

Comme lim
z—+oo T 4+ 1
vaut 0.

= 0, on en déduit par le théoréme des gendarmes que liI_P f(x) existe et
T—r+00

11
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7. (a) Soit (z,y) € J2 On a pour tout t €]0,1] :

<y = zh() zyh() = fMOzm0

In(t)<0 exp. croissante

(b) D’ou en divisant l'inégalité précédente par 1 +¢ > 0 :

+* tY 1 tz 1 ty
> = / dtz/ dt.
1+41¢ 141¢ ~ o 1+t o 1+t

croissance de l'intég.

Ainsi on a montré que pour tout (z,y) € J? tels que x < y, on a f(z) > f(y). Donc
|f est décroissante sur J|

8. Pour tout x € J, on a par linéarité de I'intégrale :

1t$+t1‘+1 1 1_|_t 1 1
1) = ——dt = t*——dt = t*dt =
J@)+f@+]) /0 L+ 1 /0 t+1 /0 ~~

quest. 3.

9. Soit encore x € J, on a par décroissance de f que :

2f(z+1) < f(x) + f(z+1) <2f(x) = 2f(z+1) (2 xil (*<*)

Supposons = > 0 (il a de toute fagon vocation a tendre vers +o0). Ces inégalités peuvent se

réécrire alors :
< 2f(z)<—

z+1 x
en appliquant pour 'inégalité de droite l'inégalité () avec x — 1 en lieu et place de x. D’ou en
multipliant par x > 0 :

T

<2 <1.
r+1— zf@)<

Or on a lim = 1. Par théoréme des gendarmes, la limite lim 2xf(x) existe donc et
z—+oo x + 1 T—+00

vaut 1, ce qui se réécrit :

10. Soit z € J.
(a) Montrons par récurrence que :

YneN = (—1)"*! 1 (7
neN, f(z) = (-1)""f(n+ +x)+k§zok+1+x
Init. Pour n = 0, cela résulte immédiatement de la question 8.

Hér. Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n :

flx)=(=D)"" f(n+1+z)+ En: ﬂ
k:0k+1—|—az

D’apres la question 8., ona f(n+1+4+z) = — f(n+ 2+ x), ce qui donne en

n+2+x
substituant dans 1’égalité précédente :
(=) 42 o (-DF
=— 4+ (-1 2
f(@) n+2—|—:n+( )"+ +$)+kz::0k:+1+x

n+1 (_1)1:

D’ou la propriété au rang n + 1.

12
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(b)

11. (a)

On conclut par principe de récurrence que :

n+1 3 (_l)k
vneN, f(z)= ()" fn+1l+a)+ Y

prr k+1+=x
Pour tout n € N, on a donc :
S ) - ot 1) s f()
= k+1+x n—r+o0
(-1
d’apres la question 6. Ainsi la série Z Tl converge et on a :
k>0 1+

+00 (_1)k
fla)y=Y 2
() kz:%k—i—l—i-x

Pour (z,y) € J? et k € N*, on a :
1 B 1 ‘_(k+1+y%4k+1+m)_‘ y—x

k+1+z k+1+y (k+1+4+x)(k+1+vy) (k+14+2x)(k+1+y)

ly — 7| < |z =yl

_(k+1+xXk+1+y)_ k2

carz+1>0ety+1>0. La série Z ﬁ étant convergente, on en déduit par théoreme de
E>1

comparaison que la série Z(—l k ( ! — 1 ) est absolument convergente
=1 k+14+x k+1+vy

D’otu par inégalité triangulaire :

+oo . 1 1
= -1 _
)~ 00 - St = B0 (e ey
1 1 ‘_’ 1 1 ‘++Z°° 1 1
k+1+yl |14z 14yl Zlk+l+z k+1+y
— — =
terme en k=0
y |z —y| m?
<4—————7+ = + -yl —
—ﬂu+x ‘ ;} Tra)i+y Y

car (14 z)(1 +y) > 0 et en utilisant le résultat admis a la question 2. On a ainsi montré
que :

(z+1(y+1) 6

2
vawaﬂwﬂm—f@ngu—m<l+>.

Soit z € J fixé. On a :

lim |z — T

1 2
y— vl <(ﬂ:+1)(y+1)+6> =0

Par théoreme des gendarmes, ;1_1}}C |f(z) — f(y)| existe et vaut 0, et donc ;1_% fly) = f(x).

f est donc continue en x. Et ceci étant vrai pour tout = € J, [ f est continue sur J|.

12. D’apres la relation de la question 8., on a pour tout z € J :

(z+1D)f(x)=1—(z+1)f(x+1).

Mais par continuité de f en 0, on a lim1 f(z+1) = f(0) =In(2), et donc lim (x+1)f(z+1) =0.
T——

On en déduit que lim (z + 1)f(z) = 1, et donc que |f(z

r——1

1
z——1 x:fl z+1

Par conséquent, on a lim f(z) = +oc.

z——1

13
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Partie II : Dérivabilité de f.

On note, pour tout k € N, g;, I'application de classe €2 de J dans R définie pour tout = de .J par :

_(=DF
g(7) = k+14+z
13. Soit kK € N. On a pour tout = € J :
/ (_1)k+1 " (_1)k2
= 7 t = —
Sl e s - B Al g g

2 < 2
(k+14=x)3 ~ k3
On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange en x & g a 'ordre 2 (ce qui est bien possible car g

est de classe €2. Pour tout y € J, on a donc :

En particulier, on a pour tout = € J, |g/(x)| < car ¢ +1 > 0. Fixons x € J.
p b Ik

ly—2*2 _Jy—af

]gk(y) —gr(x) = (y — x)g,g(x)] < 21 k3 k3

1
14. (a) Z 3 est une série de Riemann d’exposant 3 > 1, donc convergente.
k>1

Pour tout k >1etx € J,ona:

(_1)k+1
k+1+z)2

1 1

= < .
(k+1+x)% — k2

lg1.(x)| = ‘(

La série Z % étant convergente, on en déduit que Z g5 (z) est absolument convergente
E>1 k>0
par théoréeme de comparaison, donc convergente.
(b) Soit (z,y) € J2. Toujours par théoréme de comparaison avec I'inégalité obtenue a la ques-
tion 13., la série de terme général (gi(y) — gi(x) — (y—x)g;,(x)) est absolument convergente.
D’otu par inégalité triangulaire :

+o0

> (grly) — gi(@) — (y — 2)gp(x)

k=0

+oo
<D [(gr(y) — gr(@) = (y — 2)gi(2)]
k=0

+oo
Fy) = @) = (y—2) 3 gi(2)
k=0

+oo
<lgo(y) — go(x) — (y — )go(x)| + D [(gr(¥) — gr(x) — (y — 2)gk ()]
k=1

+oo
< lao(w) — 0(@) — (4~ D)p(a)| + Iy — =Y 1y
k=1

Pour x # y, on obtient en divisant par |y — x| > 0 :

90(y) — go(x)
y—x

<

— go(x)

k
y—=x k=0

— f(x too
‘f(y) f()—Zg'(x)

+001
—Hy—x\zﬁ
k=1

90(y) — go(x)

Or on a lim = gj(x), de sorte que :

y— y—x
_|90(y) — go(x) 1
lim |20 IR =
PN go(x)| + [y x!kZI 13
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Par théoreme des gendarmes, la limite li_r)n )
Yy—x

y—x

hm = 07
y—x

— f(x too
Y k=0

ce qui équivaut a :

y—=r oy —x

_of(p) F©
k=0

Ainsi f est dérivable en tout point z € J, et donc sur J et on a :

+o0 (_1)k:+1

Vo e J, fl(x) = Z

€T I
1O = J0) ™ g ()
k=0

= (k+1+2)?
On a:
(C) ¢ , B +o00 (_1)k+1 B +o0 (_1)n B 7T2
FO=2 G m -2 [ 1

Lycée Louis Pergaud

existe et vaut :

15. 11 s’agit de faire apparaitre sur la courbe les différents éléments mis en évidence au cours du
probléme : f est décroissante, dérivable (ce qui signifie que graphiquement, la courbe de f ne

doit pas présenter « d’angles »), tend vers +o0o en —1 et vers 0 en +oc.

D’autre part, elle vaut environ 0,69 en 0 et 0,31 en 1. Enfin, sa tangente en 0 possede un
2
coefficient directeur qui vaut —75. Sans chercher a en calculer une valeur exacte, on peut

. 3 .
grossierement affirmer que ceci est compris entre 1 et —1, et donc on évitera d’avoir une

tangente trop « plate » ou trop « pentue » en 0.
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