ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DS10
Correction du concours blanc Maths 1T 2022

Questions préliminaires

1. (a)
(b)
Partie I
2. (a)

Pour tout i € [1,n], X; = C; — C;—;. En sommant pour 7 € [1,n], on obtient une somme
télescopique :

S X, =3 C—Cioy = Co— Gy = Ch.
=1 =1

Pour i € [1,n], la variable aléatoire X; correspond au nombre d’achats a effectuer, lorsque
I'on possede déja i — 1 vignettes différentes, pour obtenir I'une des n — i + 1 vignettes que
I’on ne posséde pas encore.

A chaque achat d’un paquet de céréales, la probabilité d’obtenir I'une de ces nouvelles
vignettes est LM Par ailleurs, chaque achat d’un paquet de céréales est indépendant
des achats précédgnts et des vignettes déja obtenues. On reconnait donc la loi géométrique
de parametre nzirl :

Vie[lLin], X;—=¢ (”_“Ll> .
n

Pour £ > 2, on remarque que :
(0<) k(k—1) <k <k(k+1)
et la fonction inverse étant décroissante sur |0, +o0o[, on obtient :
1 1 1 1 1

- — < — —
k- k+1  k(k+1) Sk(k—1) k-1

el

1
k
Soit n > 2. On somme les inégalités ci-dessus pour k € [2,n] :

n n n
1 1 1 1 1
I e B WL et
k=2 k=2 k=2
Dans les membres de gauche et de droite, on reconnait des sommes télescopiques. Dans le
membre du milieu, on reconnait la somme définissant .S,, privé de son premier terme :

1 1 1

- <S5, —-1<1—-—

2 n+1-7" - n
et on en déduit : 5 1 !
- — <S5, <2- =
2 n4+1-""— n

La convergence de la suite (Sy,) est un résultat de cours puisqu’il s’agit de la somme partielle
d’une série de Riemann convergente. Mais [’énoncé nous demande de prouver ce résultat
ict.

La suite (Sy,) est croissante car :

1
Yn>1, Spp1—-S,=—2>
= n+1 n n+ 1=
et elle est majorée (par 2) d’apres la question précédente. Ainsi, la suite (S,,) converge.
L’encadrement déterminé pour 5,, en question précédente donne: 3 <S§S<2.

2
T
La valeur exacte de S, qu’il n’était bien stir pas question de calculer ici, est r
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(d) Soit n > 1, et prenons N > n+ 1. Sommons les inégalités obtenues a la question 2.(a) pour
k=n+1,...,N:

N N N
S ) 2 e 2 ()
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
D’ou : 1 ] 1 ]
nel NF1S N TRELTY
Et en faisant tendre N vers +o0o dans ces inégalités (en notant bien que tout converge) :
<5-8, <.
n+1 n

< 1077, donc le nombre Syg7 est, d’apres la question

1
(e) Pourn =10",ona — = 107" et
n

précédente, une valeur approchée de S & 1077 preés. Ce nombre peut étre obtenu avec le
code Python suivant :

1S =0

2 |for i in range(1,10%*7+1)
3 S = S+1/(ix*2)

4 [print(S)

3. (a) Les questions 3.(a) et 3.(b) s’enchainent de la méme maniére que les questions 2.(a) et

2.(b).
1l est plus lisible ici d’utiliser la lettre k au liew de n, comme [’énoncé l'avait d’ailleurs bien
fait en question 2.(a).

Soit £ > 1. En remarquant que :

Vi e { 1 1] 1 < 1 < 1
k+1 k] k+1~ ¢tk
. 1, L 1 1 . o
la fonction ¢ — n étant décroissante sur AR la croissance de l'intégrale donne :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ 7dt§/ fdtg/ —dt
k k+1 k t k k

soit le résultat demandé :
1 (k + 1) 1
—  <In < -,
k+1— k — k

(b) Soit n > 1. On somme les inégalités précédentes membre a membre pour k € [1,n] :
LI - k+1 "1
Sy m(t) <2
okl k=1 « k , Pl
— — —
=In(k+1)—In(k)
On obtient une somme télescopique dans le membre du milieu :
Hyp1—1 < In(n+1) < H,
ce qui donne :
e avec l'inégalité de gauche :

Vn>2, wu,=H,—Inn) <1

ce qui reste vrai avec n =1 ;



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

o avec l'inégalité de droite :
In(n) <Iln(n+1) < H,

donc
Yn>1, wu,>0.

(c) Pour tout n > 1:

Unt1 — Up = Hpp1 — Hy —In(n+ 1) + In(n)

1 (n+1>
= —1In
n—+1 n

>0 (d’apres 3.(a)).

La suite u est donc croissante. Elle est de plus majorée (par 1) d’apres 3.(b). Ainsi, la suite
u converge.
Sa limite vérifie le méme encadrement large : € [0, 1].

n
4. Chaque variable aléatoire X; (i € [1,n]) suit la loi géométrique de parametre ———, donc
n

admet une espérance égale a

n—1i1+1
Comme somme de variables aléatoires admettant chacune une espérance, C,, = X1+ --- + X,
admet une espérance. Par linéarité de E :

n n

n " 1
E(C,) = E(X;) = _— = _—
(Cn) Z (X:) Zn—z—i—l n.zln—i—Fl

=1 i=1 ?

Avec le changement d’indice j =n—¢+1:

L’énoncé aurait pu nous demander ici de vérifier que :

Cn
« E(C)) n_)mjroonln(n) (ce qui justifie de s’intéresser a V,, = — —1In(n)),

n
o E(V,) = uy,
o et donc E(V,)undersetn — +oo—y.

Ce troisiéme point est particulierement intéressant puisque v est l’espérance d’une variable aléa-
toire suivant la loi de Gumbel, étudiée en partie 1.

5. Chaque variable aléatoire X; (i € [1,n]) admet aussi une variance égale a :

n—1+1
e S | n? i—1

n — X — X —.
<n—i+1)2 n o m—it D2 " (n—it 1)

n

Comme somme de variables aléatoires admettant chacune une variance, C,, = X1 + --- + X,
admet une variance. Par indépendance mutuelle de Xy,..., X, :

n n . 1
Var(Cp) = 3 Var(Xy) =n > ———
i=1 j
Avec le changement d’indice j =n—i+1:

Var(Cy,) :nZsz = nQZ,—Q —nzf, =n?%S, — nH,.
i=1 J i=1 i=1J
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L’énoncé aurait pu nous demander ici de vérifier que:

Hy
Var(V,) =S, —— — S
n n—-+oco

ce qui est particulierement intéressant puisque S est la variance d’une variable aléatoire suivant
la loi de Gumbel, étudiée en partie II.

6. (a) La variable aléatoire C,, admettant une variance, I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev s’écrit :

Var(C),)
W >0, P(ICh—E(Cy)| 2 b) < —
Avec l'espérance et la variance de C),, trouvées en questions précédentes, et en choisissant
b=an :
Hp>0
2
n“S, —nH S,
Va >0, P(|C, —nH,|>an)< # S—;.
a’n a

Enfin, la suite (S,,) étant croissante, elle est majorée par sa limite. Donc :

S
Va >0, P(|C,—nH,|>an)< Pl

(b) Soit ¢ > 1. On pose a =c —1 (> 0). Avec la question précédente :

S

P(|Cn —nHy,| > (c— 1)n> < Gk

Travaillons sur 1’événement intervenant ici :

1o = nH,| = (= D] = Hi" _H,

> (e~ )]
Cp

[ng]Hn—c+1,Hn+c—1H

D’apres la question 3. :
0<u,=H,—Inn) <1

donc notamment :
In(n) < H, <H,+1 e H,—1<lIn(n)

d’ou :
In(n) —c<H,+1—c¢c e Hp,+c—1<lIn(n)+ec
: Hy+1—c H, ~In(n) +¢
] 1 —t i T
In(n) —c In(n) Hy,+c—1

On a donc l'inclusion entre les intervalles :
}H,,, —c+1,H,+c— 1[ - } In(n) — ¢,In(n) + (:{
On en déduit 'inclusion d’événements :

{Cn’" gé}ln(n)—c,ln(n)—l—cﬂ - {Cn’n ¢}Hn_c+1’Hn+C_1H
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et finalement, par croissance de la probabilité :

P <’67;" —ln(n)’ > c) =P (Cn’n ¢ } In(n) — ¢,In(n) +cD

< P<|Cn —nH,| > (c — 1)n)
S
(c—1)%

(c) On a montré en 2.(c) que S < 2. La question précédente donne :

P (Cn € [In(n) — ¢,In(n) + c]> >1- (2

n c—1)2

donc, avec ¢ = 6 et sachant que 13.81 < lIn(n) < 13.82:

P<C€[781 1982) P( " €[13.81 — 5, 1382+5]>

n
Cp
>p(n _
(n 5,In(n )+5]>
>1——— = 1-0. = 0.92.
> (6—1) 0.08 0.9

Partie 11

7. Commencgons par déterminer la fonction de répartition Fys, de M,.
Pour tout z € R :
(M, <z]=[T1 <z]n---N[T, < x].

Les variables aléatoires 11, ..., T, étant mutuellement indépendantes :
Fy () =P(M, <z)=P(T1 <z)x---xP(T,, <x)
et comme ces variables suivent toutes la méme loi £(1) :

Fy, (x) = (Fry (z) = { (et ez

La fonction de répartition de M, est clairement de classe €' sur R* et continue également en
0 (car (1— e_o)n = 0), donc continue sur R, ce qui prouve que M,, est une variable aléatoire &
densité.

Une densité f, de M, est obtenue en dérivant Fjs, sur R* et en choisissant une valeur arbitraire
en 0 (choisissons 0) :

(- e_:”)n_1 six>0
Vr e R _ ] e ( ’
vER, ful2) { 0 si z < 0.

8. (a) La fonction g est définie par :

(z) = (n+1)e Dz &2 >0
9\ = 0 siz<0

Pour x > 0 et t € ]0,z[, comme t >0 et v —1 >0 :
—t ¢ n—1 (1) (a—1)
fn(t)g(l - f) = ne (1 —e ) (/l + l)
= nC_t (1 — C_t)n_l(n + 1)6—(n+1)$0(n+1)t

=(n+ 1)e*(n+1)xnet (et B 1)7171‘
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(b) Par ailleurs, pour z < 0, ainsi que pour x > 0 et t ¢ |0,z :

fu(t)g(z —1) =0

puisque 'un des deux facteurs est nul.

n
Pour tout n € N*, posons Y,, = Z Z;.
i=1
On va montrer par récurrence que, pour tout n € N* la variable aléatoire Y,, admet f,

pour densité.

o Initialisation. Pour n =1, Y] = Z; suit la loi £(1) et f1 en est bien une densité :

leo(1—c*)’=¢2 siz>0,

f1(93)={ 0 sixz <0.

e Hérédité. On suppose pour un entier n € N* fixé, que Y, admet pour densité f,.
Déterminons une densité de Y, ;1.
Remarquons que Y,+1 = Y, + Z, 11 et que les variables aléatoires Y,, = Z1 4+ --- + Z,,
et Z,41 sont indépendantes (d’aprés le lemme des coalitions, les variables aléatoires
21y .oy ZnyZnt1 étant mutuellement indépendantes). Comme de plus, g (ou f,) est
bornée, on peut utiliser le produit de convolution.
La variable Y11 est a densité, et une densité de Y, 11 est donnée par la fonction h
ci-dessous, définie et continue sur R :

hw) = [ " (D — ) dt.

Cette fonction est nulle pour z < 0, tout comme f,41(x).
Pour x > 0, la question précédente donne :

n—1

h(z) = / (n+1)e"(MHhepet (et - 1) dt
0

n—1

=(n+ 1)67(”“):”/ ne (et — 1) dt
0

( )ef(n+1)x{ (et B 1)"}2
= (n41)e” "7 » (e — 1)"
(n+1)
(n+1)

Par conséquent, f,+1 est une densité de Y, 11.

On a finalement prouvé par récurrence que, pour tout entier n € N*, la variable aléatoire
Z14 -+ Z, admet f, pour densité.

9. Par les regles sur le produit et la composée de fonctions continues, la fonction f est continue sur
R*.
Elle est de plus clairement positive.
Déterminons, si elle converge, son intégrale entre —oco et +00. Pour A, B € R, on reconnait sous
Iintégrale v/e" avec u(x) = —e™ 7 :

B B B B ) ) ) )
/ f(z)de = / e e dx= {o_e } —e " e 5 e =" 5 1.
A A

+oo

Ainsi, U'intégrale / f(x)dx converge et vaut 1.
—o0

En conclusion, f est une densité de probabilité.
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10. (a) Pour tout z € R :

Fy (z)=P(W, <z)=P (i Z; —In(n) < a:) =P (ﬁ: Zi <+ ln(n)>
i=1

i=1
n
D’apres les questions 7. et 8.(b), la fonction de répartition de la variable aléatoire Z Z;
i=1
est la méme que celle de M,, (la fonction de répartition caractérise la loi) :
Fw, (x) = Fu,, (z + In(n))

_ { (1 - e_x_ln("))n siz+1In(n) >0,

0 si x 4+ In(n) < 0.
e \"
<1 - ) six > —1In(n),
= n
0 six < —lIn(n).

(b) Soit = € R.
Comme —In(n) — —oo:
n—-+o0o

AN eN*, VYn>N, z>—In(n).

Ainsi, pour n > N :

Fw, (z) = (1 - e:ﬂ)" = exp (nln (1 - e;”>>

e 7’ .
Comme ——— — 0, on a I’équivalent :
n n—+oo

e ” e ” e’ _
In (1—) ~ ———  donc nln (1—) ~ —e %
n | n—+oo n n | n—s+4oo

Ce dernier équivalent étant constant et non nul, il s’agit de la limite de ’expression :

e—:c
nn|l——] — —e ™.
n n—-+oo

Ainsi, par composition des limites :

VreR, Fy, () — e

n—-+o0o

Or la fonction G définie, pour = € R, par G(x) = e~ " est la fonction de répartition de la

loi de Gumbel (elle est de classe ¢! sur R de dérivée f).

On en conclut que la suite de variables aléatoires (W),) converge en loi vers la loi de Gumbel.

11. (a) On peut procéder comme suit.

1 |def simulV(n):

2 c=20

3 for i in range(1l,n+1):

4 C = C + rd.geometric((n-i+1)/n)
5 return C/n-log(n)

(b) On procede comme d’habitude & 'aide d'une boucle for/
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int (input ('Entrer un entier n: '))
np.zeros (1000)

3 |for k in range(1000):

4 V[ik] = simulV(n)

5 | print (V)

I
< B
nwn

(c) Plus n est grand, plus la hauteur des batons de I’histogramme (représentant la loi empirique
de V,, pour un échantillon de taille 1000) est proche de la courbe (représentant la fonction
f, densité de la loi de Gumbel).
On peut donc conjecturer que la suite de variables aléatoires (V;,) converge en loi vers la
loi de Gumbel.

12. Puisque U est a valeurs positives et a > 0, la variable aléatoire V prend ses valeurs dans N*.
Pour tout £ € N* :

P(V=k)=P(laU] +1=k) =P(laU| =k—1) =P (k-1 < alU < k)

(T =v<d)vm o (G) - (5T)
« « ) U cont. (% «

ou Fy est la fonction de répartition de U, variable aléatoire de loi E(p) :

Ve >0, Fy(z)=1-—eP".
Donc :

k k=1 k=1 k
PV=k=1-¢e"a— (l—ep a ) =e P a —ePa
e(k 1) In(l-p) kln(l—p)
=1-p"'=(1-pF
=(1-p) (1= (1-p)=p1-p*"
Ainsi, la variable aléatoire V' suit la loi géométrique G(p).
13. (a) Tout réel x vérifie :
r—1<|z|]<z donc O<|z|]—-2xz+1<1

donc la variable aléatoire
V—aU=|aU|-aU-1
est a valeurs dans ]0, 1].

Notons, pour cette question uniquement, X =V — aU.
Comme X est & valeurs dans [0, 1], X? également.
Les espérance de ces deux variables aléatoires sont donc comprises entre 0 et 1 :

0<EX)<1 et O§E<X2)§1

donc :
Var(X) =B (X?) - B(X) <1-0=1,

(b) Puisque X et Y admettent un moment d’ordre 2, on sait par le cours que Cov(X,Y) existe!.
On somme membre & membre les deux égalités :
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y) +2Cov(X,Y)
Var(X —Y) = Var(X)+ Var(Y) —2Cov(X,Y)

1On I’a montré lorsque X et Y sont des variables discrétes. On 'admet plus généralement dans le cas ott X et Y sont
discretes ou continues.
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pour obtenir :
Var(X +Y) + Var(X —Y) = 2(Var(X) + Var(Y))

et comme Var(X —Y) >0:
Var(X +Y) < 2(Var(X) + Var(Y)).
(c) On applique la question précédente avec les variables aléatoires
X=V-aU e Y=(@+1)U
qui admettent chacune un moment d’ordre 2 :
Var(V —U) < Z(Var(V —aU) + Var((a + 1)U))
< 2(Var(V —aU)+(a+1)* Var(U) )

—_—— ——
LS s
d'aprés (a) car U‘p—n‘)(p)
1 2
<opax @D
p
14. (a) Ona:
X'+ X! Yi+---4Y, 12
/ 7 1 n o / .
Vn_Wn_ n - n _E;(XZ_Y;)
Les variables aléatoires
X -V, X5 Yy, ..., XY,
sont mutuellement indépendantes, car les variables aléatoires Y7,...,Y, le sont et, pour

tout ¢, X/ ne dépend pas des Y; pour j # i.
Par propriété de la variance :

Var (V,, = W,,) = % ZVar (X]-Y,

—1+1
e Pour i =1, sachant queX{zletYp—hﬁ'(n—'— ):
—
1
Var (X7 — Yy) = Var(1 — V) = Var(¥;) = th 1.

e Pour ¢ > 2, on applique la question 13. & :

n—i+1
p="— el U=Yi— Ep),
n—i+1
_ P _ n __n—i—i—l 1 o
T Th(-p) ln<1_n—i+1>— n Xln<z‘—1>_0‘“
n n

=laU|+1=|oY;] +1=X],

et on obtient :
1-a)? 2
Var (X! - Y;) <2+2ﬂ :2+2(7> (1—a;).
p? n—1i+1
Par conséquent :

Var (V, —W,) < Z

+(i) - “")2] |
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(b) i. La fonction ® est clairement continue sur l'intervalle ouvert |0, 1].

Calculons les limites de ® aux bornes.
e En 07, aucune difficulté :

1- 1
=50 <« — ») donc ®(z) —
o0

— (14032 =1.
In(z) ook Soa—opttY

ﬁ ne suffit pas...

En effet, cette limite vaut —1 car In(z) = In(1 + (2 — 1)) ~E 1. On a donc une
z—

(1 —12)2 . (1 + THZS)Z
_—

— 400 —0
z—1 z—1

e En 17, connaitre la limite de

forme indéterminée :

On effectue le changement de variable h =z — 1 ( — 07) :
z—1—

1 h 2 In(1— h) + h\?
q)(l_h)_fﬂ(1+ln(l—h)) _h?X( In(1 — h) >
et on utilise

* le développement limité en 0 a l'ordre 2 de In(1 — h) au numérateur :

1n(1—h)——h—h—2+o(h2) donc In(1—h)+h R
N 2 h—0 one a0 2

* Péquivalent de In(1 — h) au dénominateur :

In(1—h) ~ —h.

h—0
On obtient :
h2\ 2
1 3 1
A—h) 2 | T | T3

et cette constante non nulle est donc la limite de ® en 1.

En conclusion, ® peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 1], en posant :

1
DO)=1 et ®(1)=.
— 1 —i14+1
ii. Soit i € [2,n]. Avec z = ——~ €10,1], onal—z:u, donc :
n n
2
2 .
n 9 1 n—1i+1 1
1-— = 1
<n—i+1> ( 2 -

10
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On « ajoute et soustrait » le terme manquant pour reconnaitre une somme de Riemann,

1
sachant que ®(1) = 1

1 & n 2 s 1 i 1
— — | 1l—a) == |- ) ——.
nZ(n—i+1> ( @) nz (n) 4n
=2 i=1
La fonction ® étant continue sur [0, 1], son intégrale sur ce segment est convergente et :

;f}@ (;) — /01 B(t) dt.

=1

On en conclut que :

1 n n 2 2 1
nig\n—i+1 n—+00 0

et A > 0 car la fonction ® est continue et strictement positive.

(c) Les questions (a) et (b) donnent :

1 2 & n 2
0<Var (V- W) < =+ = 1 ( )1 2
< Var (V, ")_n2+n2i:22 R (1— )
1 2n—-1) 2 n 2 9
<= z — ) (-
_n2+ n? +n§<n—i+1) (1-ai)
— A
n—-+oo
— 0
n—-+oo

Par le théoreme d’encadrement :
Var (V;, = W,) — 0.

Par ailleurs, par linéarité de I’espérance :

Comme détaillé en 14.(a) :

Vi € [[2 S N —
t [[ 7n]]7 p n ln(l—p) (67
) N . / . . n—z—|—1
et donc, d’apres la question 13., X = |a;Y;] + 1 suit la loi G | ——— ).
n
Ceci est vrai aussi pour n =1: X =1 G(1).
. n—i+1
Onaaussiy, - & —— ).
n
Ainsi :

B(X)=E() (=)

et la variable aléatoire V,) — W) est donc d’espérance nulle.

On applique alors I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev :
< Var (V! — W))

Ve >0, 0<P(|V,-W,|>¢) -2

ce qui prouve, avec le théoréme d’encadrement, que :

Ve>0, P(|V,—-W,|>¢e) — 0

n——+o00

et on en déduit la convergence en probabilité vers 0 de la suite de variables aléatoires
(Vi = Wy).

11
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(d)

Y;
, donc — suit la loi

i1
Pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire Y; suit la loi £ <M>
n

n
E(n — 1+ 1) qui est aussi la loi suivie par Z,_;41.

Le résultat classique

X
X —=EN = — —=E&(aN)
a
avec a, X > 0, se prouve facilement en écrivant les fonctions de répartition.

Ainsi, la variable aléatoire

suit la méme loi que la variable aléatoire

Y Zn—iv1—In(n) =>_ Z; —In(n) =W,
i=1 j=1

(changement d’indice j=n—i+1)
c’est-a-dire, d’apres la question 10., la loi de Gumbel.

On écrit alors :
Vo=V =Wy) +W,.

Comme (V) — W),) converge en probabilité vers 0 et (W) converge en loi vers la loi de
Gumbel, le théoréme de Slutsky donne la convergence en loi vers la loi de Gumbel de la
suite de variables aléatoires (V).

e D’une part, on a :

X144 X, it
Vo= 2ttt ) et vie [1n], Xi%g(’w).
n n

e D’autre part, comme détaillé en question c. :

X'+ ... 4 X!
v T e ) et Vie 1], X2H9<

n—i+1)
- .

n

Par conséquent, V;, suit la méme loi que V), donc converge en loi, elle aussi, vers la loi de
Gumbel (ce qui confirme la conjecture faite en question 11.).

La fonction de répartition de la loi de Gumbel est définie sur R par z + e™¢ *
La convergence en loi de la suite de variables aléatoires
Cy
Vo=——In(n
)
vers la loi de Gumbel s’écrit donc :
C’Vl —€7b _e—a
Va,be Raveca<b, Pla<——In(n)<b)] — e —e
n n—-+oo

Pour n = 10° (« grande » valeur de n), cette limite peut étre considérée comme une valeur
approchée de cette probabilité.
Avec b=3.20et a = —1.17:

C 3. :
P (—1.17 < =% _lIn(n) < 3.20) e P et
n
soit, avec la valeur approchée de In(n) ~ 13.82 donnée en fin de partie I :
Cn
n

P (12.65 < < 17.02) ~ 0.96 — 0.04 = 0.92

12
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A niveau de confiance égal (0.92), I'intervalle de confiance obtenu en partie I (avec une
convergence en loi) est meilleur que celui obtenu en partie I (avec une inégalité de concen-
tration, moins précise).

Néanmoins, on aurait obtenu un meilleur intervalle de confiance en partie I si I’énoncé nous
avait donné l'approrimation S =~ 1.65, au lieu d’utiliser la majoration peu fine : S < 2.

Partie I11

15. (a)

A chaque achat d’un paquet de céréales, la vignette numéro i est obtenue (succes) avec la
probabilité —. Les achats étant indépendants les uns des autres, on reconnait le modele de
n

la loi binomiale (on compte le nombre de succes pour m achats) :
. 1
Vie [l,n], Aim—B (m, ) )
n

On utilise les propriétés suivantes de la covariance :
e linéarité a droite,
e la covariance de deux variables aléatoires, dont I'une est certaine, est nulle,
e la covariance de deux variables aléatoires égales correspond a la variance.

Ainsi :

Cov(Aim, m — A1) = Cov(Ay m,m) — Cov(Aim, Aim) = _m (1 — 1) .

=0 :Var(Al,nL)

La somme des A;,, pour i € [1,n] est égale au nombre total de vignettes achetées (pas
nécessairement différentes) :

Aim+-+Aym=m donc m—Ayy=Am+ -+ A m.

Si les variables aléatoires Ay, ..., Ay, étaient mutuellement indépendantes, alors notam-
ment, par le lemme des coalitions, les deux variables aléatoires

Al,m et A2,m + - An,m

seraient indépendantes, ce qui n’est pas le cas car leur covariance, calculée en question
précédente, est non nulle.
Les variables aléatoires Aj y, ..., Apm ne sont donc pas mutuellement indépendantes.

La maniere de procéder dans cette question est un peu « tordue ».
On pouvait trés bien s’en sortir avec la définition de lindépendance mutuelle. En effet, on
remarque par exemple que l’événement

[Ai;, =0]N---N[Apm =0

est impossible (il signifie « nobtenir aucune des vignettes a collectionner lors de m achats »),
alors que les événements (Aim = 0) (i € [1,n]) ne le sont pas :

0

16. (a)

)

:P([Al’mZO]ﬂ---ﬂ[AanO])#P(Aljm:())x...XP(Amm:O):(1_1>mn'

On procede par récurrence sur r > 1.

o Initialisation. On a égalité pour r = 1.

13
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T

T
e Hérédité. Supposons, pour un entier r > 1 fixé, que P (U El> < ZP(EZ)
i=1

(Us)r(O)ue)

=1 ) =1
>0
.

<P (U E) +P (Er1)

=1

r r+1

< Y P(E;) +P(Ers1) =Y P(E).
HR-Go i=1

b) L’événement [C, > m]| signifie que I'album n’est pas encore complet apres m achats de
g
paquets de céréales, ce qui veut dire qu’au moins 1'une des vignettes numéro i (i € [1,n])
n’a encore jamais été obtenue :

(Cp > m) = O(Ai,m ~0).

Avec la question précédente :

indépendant de ¢

n n no T INm 1\m

P(C,y > m) = P (U(Ai,m - 0)> < PAim=0)=3" (1 - ) —n (1 - > .
i=1 i=1 i=1 n n

L’inégalité classique (que ’on peut par exemple déduire de la convexité de I’exponentielle)

VyeR, 1+y<eY

RN 1
appliquée & y = —— donne :
n
1\™ _m
P(Cn>m)§n<1) <ne n.
n
(¢) On pourrait étre tenté de choisir m = cnln(n) dans la question précédente, de sorte que :

enln(n) cn In(n)

P(Cy, > cnln(n)) < ne n < ne n =nn ¢ =nl"c

Mais dans les questions précédentes, m est un entier naturel non nul.

Alors on essaie de s’en sortir, en vain, avec une partie entiere...

o Pour m = |enln(n)], c’est un entier naturel qui peut étre nul et surtout :

~ lenin(n) | cn In(n)
P(C,, > enln(n)) < P(C,, > [enln(n)]) < e n X e n

(inégalité dans 'autre sens est vraie)

e Pour m = |enln(n)] + 1, cette fois m € N*, mais on est bloqué ici :

P(Cp > enln(n)) = P(C, >m) X P(C, >m)

('inégalité dans l'autre sens est vraie)
Dommage, car ¢a aurait bien fonctionné ensuite :
lenln(n)| +1 enln(n)
P(Cn>m)§ne_ n <me n =...

14
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17.

Conclusion: je ne sais pas comment répondre a cette question ! (sauf si on suppose que
enln(n) € N*, mais on sera alors bloqué dans la question suivante).

(d) Pour tout z € R :

P(V, >z)=P (Cn —In(n) > a:)

n

P (Cn > x4+ ln(n))

n

P <Cn > (lnfn) + 1) nln(n)) .

Onposec:ﬁ—kl.

Lorsque > —1In(n), on a ¢ > 0 et la question précédente s’applique :

x T

P(V,>x) < nli(mﬂ) =n ) = e_mln(n) =e T

L’explication est la méme qu’en 15.(a) : la loi de A; sachant I’événement [N = p] est une

1
loi B <p, >
n

Déterminons la loi de A;. Notons d’abord que A; est a valeurs dans N.
Soit £ € N. On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements

{(N =Dp)}pen :

P (Ai - k:) — ioP(N:p) (Ai = k) xP(N = p)
p=0

=0 si k>p
SO0
k
o k]n n p!
_p, k! (p — k)! nk n Iz
On effectue le changement d’indice g =p — k :

. =11 1\9 _

q=0

e (0-2))

k! nk = q!

On reconnait la somme d’une série exponentielle :

k! nk

P(Aizk)zwxepr(x—iDZW.

- A
Par conséquent, la variable aléatoire A; suit la loi de Poisson P ()

Sachant [N = p| avec p = k1 + - - - + ky,, 'événement
[[Ar = ki) 00 (A = k] ]

correspond & :

15
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e choisir k; vignettes numéro 1 parmi p,
e choisir ky vignettes numéro 2 parmi les p — k; restantes,
o ctc.

ce qui donne :

= : X ot
k! 7" kllp—der—Ta)l >

T k! k!

cas favorables, avec n? cas possibles.

(C) Soit (k‘l, ey ]{Jn) € N*. Notons p=~Fk1+---+ k.
Le nombre total de vignettes obtenues correspond au nombre d’achats de paquets de céréales

H/L:kl}ﬁ-~-ﬂ{/fn:kn”C(N:p).

Donc :

e—)\ )\ k1+"‘+kn
Tkl k) (n>

RSN
b

(d) Pour tout i € [1,n], la variable aléatoire A; suit la loi de Poisson P <)\> :
n

A (A)k
e n|—

Avec la question précédente, on a donc :
Vki,...,k, €N, P([/Il :k‘1:| N---N [/In:kn]> :P(Al :k1> X oo XP(An:k'n)

ce qui prouve l'indépendance mutuelle des variables aléatoires Ay, ..., A,.

Remarque. Ainsi :

e Si on fixre un nombre donné m d’achats de paquets de céréales, alors les variables aléa-
toires A1, ..., Anm, qui comptent le nombre de vignettes de chaque type obtenues,
ne sont pas indépendantes, ce qui est normal puisque leur somme vaut m.

e Si en revanche on considere, avec les variables aléatoires A1, ..., A,, les mémes compt-
abilisations, non pas pour un nombre firé d’achats mais pour un nombre d’achats aléa-

toire avec une loi bien choisie, alors ces variables aléatoires sont indépendantes.

16
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18. Avoir une collection compléte signifie que chaque vignette numéro i (i € [1,n]) a été obtenue au

moins une fois :
n

Dy = [4i>1].
i=1
Avec l'indépendance mutuelle qui vient d’étre prouvée :

n

p(pn>:np(g,.zl):ﬁ[l(l_p(gi:o)):f[ 1o

i=1

é n
n

19. (a) Onapplique la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements ([N = pl) oy

+oo
P(Dy) = ZP[N:p](Dn>P(N =p)= ZP(Cn <p)P(N =p).
p=0

(b) On a:
ko
> PIN=p)=P(|[A—a] <N < |[A+a|+1).
p=k1
Tout réel x vérifie :
o |z] <z, donc:
(A—a) <N) > (A—a < N),
e < |z]+1,donc:
(N<A+a)C(N<[Ata]l+1)C(N<[)+al+1).
On a donc l'inclusion d’événements :

A—a<N<A+a)C([A—al <N<|[A+a]+1).

On obtient :
k2
> P(N=p)>P(A—a<N<Ata)=1-P(N =)\ >a).
p=k1
Or N suit la loi de Poisson P(\) donc admet une espérance et une variance, toutes deux
égales a A. Par l'inégalité de Bienaymé-Tchébychev :

ko

Var(N A
> P(N=p)=1-P(IN-EN)|>a)>1- a(2 )21—a2.
p=k1

(¢c) e Premiére inégalité.
On ne conserve que les termes pour p € [k, k2] dans la somme de la question (a) :

+00 ko
P(D,) = P(C, <p)P(N=p) > Y P(C, <p)P(N =p)

p=0 p=k1

Or :
kal - [Cngkl] C [CnSP]
D’ou :
indépendant de p
kz A kQ
P(D,) > Y P(Cp<ki) xP(N=p)=P(Cr<ki) > PN=p)
p=Fk1 p=k1

et donc, avec la question (b):

17
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e Seconde inégalité.
On découpe la somme obtenue en question (a) :

ko +o0

Lycée Louis Pergaud

P(Dy) =) P(C, <p)P(N=p)+ >  P(C, <pP(N =p).

p=0 p=ka+1

* Pour le premier morceau, on raisonne comme précédemment en majorant P(C,, < p)

par P(C,, < k2):

kz k2

> P(Cn < p)P(N =p) <P(Cr < k2) Y _P(N =p) < P(Cp < k).

p=0 p=0

<1

* Pour le second morceau, on majore P(C,, < p) par 1 :

+00

p:k2+1 p=k2+1

+oo
> P(C,<pP(N=p) < > P(N=p)=1-

et on tronque cette derniére somme pour utiliser la question (b) :

ko

A

p=k1

On recolle les morceaux :

A
P(D,) <P(C, < ko) + 2

20. (a) Laissons-nous guider par l'indication de I’énoncé en posant A = nln(n) +c,n et a =n

ko
> P(N=p)...
p=0

2/3

)

et observons chacune des cinq expressions colorées que nous donne la question précédente :

P(Cp < k1) <P(D,) <P(Cp < k2)

e On minore la partie entiére :

ki=|A—al| >X—a—1=nln(n)+con—n??-1

et on obtient :

P(C, < k1) > P(Cp < nln(n) + cun —n?3 1)

! an —n?% —1
:P<Vn§nn(n)—|—c n—n —ln(n))
n
1 1
:P<Vn§6n—nl/3—n>.
nln(n) +cpn n ln(n> +cpn
== ]_ _— = -
(n2/3)2 nA/3
e La question 18. donne :
P(D”) = 1—e n — (1 o efln(n)fcn)n _ <1 N c
n

18
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e On procede comme en rouge, mais cette fois on majore la partie entiere :
ky=|Aal +1<A+a+1=nln(n)+cn+n?>+1
et on obtient :

P(Cy, < k2) < P(Cp, <nln(n) + cyn + n2/3 4 1)
2/3
nln(n) + c,n +n° +1 B ln(n)>

:P(Vng
n

1 1
P(Vn_cn+n1/3+n>

A nln(n) +en  nlnn) +cn  In(n) + ¢,

a? (n2/3)° N n/3 YE
On obtient bien la réponse demandée en recollant tous les morceaux.
(b) Soit z € R.

o Avec la suite (¢,) définie par :

1 1
Vn > 1, Cn:‘f"f'm—l-ﬁ
qui converge vers x, on a :
1 1 In(n) + ¢,
<ep——m —— = < -]~
P (V" = Cn nl/3 n> P(Vn < 2) <1 nl/3 ) n—+00 Fy, ()

(le facteur orange tend vers 1 par croissances comparées).
o De méme, avec la suite (¢,) définie par :

1 1

VnZl, anm'—m—g

qui converge elle aussi vers x :

1) In(n) + ¢, Fy. ()

1
P(Vngcn—i-—F

~Y
n/3 n nl/3  notoo

(le terme violet tend vers 0).

o Pour n’importe quelle suite (¢,) qui converge vers z, donc notamment pour les deux

suites précédentes, on a:
e ¢n " e
1 — — e °
n n——+00

(méme explication qu’en 10.(b)).

On en déduit par théoreme d’encadrement que :

VeeR, Fy (x) — e°

n——+o0

c’est-a-dire que la suite de variable aléatoires (V;,) converge en loi vers la loi de Gumbel.

19



