ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DSI1
Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Ecricome 2004)
1. On applique ici le théoreme de la bijection a f.

e f est une fonction continue sur I comme quotient de fonctions continues dont le dénom-
inateur ne s’annule pas.

e f est dérivable sur I comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas, et on a pour tout z € I :
—sin(z)  sin(x)

f,(x):_ 2 = 2

cos( cos(z)

x)
Pour tout x € I\ {0}, on a f'(z) > 0, et f/(0) = 0. La fonction f est donc strictement
croissante sur /.

Par le théoreme de la bijection, ‘ f réalise une bijection de I sur lintervalle J = f(I )‘ qui est

[F(0), f(r/4)] = [1.2/V2].

2. On trace I'allure de la courbe de f en utilisant que f’(0) = 0. La courbe de f~! est la symétrique
de celle de f par rapport a la droite y = .
Script Python.

1 | import numpy as np
2 | import matplotlib.pyplot as plt

1.4 3
1.2—/ 4 |#droite y = x
o 5 |t = np.arange(0,1.5,0.1)

6 |plt.plot(t,t, 'red")

16+

0.8 1

0.6 8 | #courbe de f

04 9 [x = np.linspace(0,np.pi/4,100)
10 |y = 1/np.cos(x)
1 |plt.plot(x,y, 'blue')
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0.2 4

13 | #courbe de f~{-1}

~1
Courbes de f et de f~". 1 | plt.plot(y,x, 'orange')

3. Pour tout x € J :
fofz) ==

D’ott en remplacant :
1

cos (f1(x))

On en déduit en passant a 'inverse (possible car z # 0 sur J) :

8~

cos(f ! (x)) =

Pour la deuxiéme égalité, on utilise que pour tout y € I :

sin?(y) +cos?(y) =1 = sin®(y) = 1 — cos?(y).
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En prenant la racine carrée, on obtient :

sin(y) = £4/1 — cos?(y).

Et comme la fonction sin est positive sur [0, 7/4], on en déduit que :

sin(y) = 1/1 — cos?(y).

Enfin, avec y = f~1(), on obtient bien I’égalité :

sin(f1(2)) = /1 = cos2(F1(x)) = /1 — .

12

4. Rappelons le théoreme de dérivation de f~! :

Rappel. Dérivabilité de la fonction réciproque.

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I sur un intervalle J. Alors f~! est dérivable
sur J si, et seulement si, f est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I. Et dans ce cas

1

veeld, (fY(z)= @)

Ici f est dérivable sur I et f/ ne s’annule pas sur 1\{0}, donc | f~! est dérivable sur J \ {f(0)} = J \ {1}

et pour tout z € J\ {1} :

v cos?(f~1(x)) B 1/2? B 1
R e Vel

5. Puisque f~! est dérivable en /2 € J, on sait alors que f~! admet un DL;(v/2) et que celui-ci
est :

M) =71 V2) + (FY (V2) (2 — V2) + o((z — V2)).
Or f7(WV3) = et (571 (V) = L L G obtient e DL :

—1 m 1
z) = —+ —=(x—V2) +o((x — V2
@) =7 \/i( )+ o(( )
Exercice 2 (Edhec 2003)
1. Pour tout n € N, écrivons :
Un+3 4tpyo — dDUpt1 + 2uy
Xnt1 = | Uny2 | = Un+2
Un+1 Un4-1
a b ¢
Pour A= |d e f| € .#3R), calculons :
g h 1
a b c Up+2 AU+ + bupt1 + cuy
AX,=|d e f Upt2 | = | dungo + etuns1 + fuy
g h i) \ups1 GUni2 + hp1 + iuy,
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Alors :
dup 2 — Dupg1 + 2Up = AQUpy2 + bupi1 + cuy,

Xn+1 =4X, <& Upto = dUpyo + €Uni1 + fuy
Upt1 = JUng2 + Npip1 + tuy

-5
On peut donc poser | A = 0
1

O o
o o N

2. (a) Soit n € N. On effectue la division euclidienne de 2™ par P # Og[, : il existe un unique
couple (@Qn, R,) de polynomes tel que :

\x” =P xQun+R, avec deg(R,) < deg(P)= 3-\

(b) La famille Z = (1,2 — 1,(z — 1)?) est libre car échelonnée en degrés, de cardinal 3 =
dim(Ra[z]). C’est donc une base de 'espace Ra[z].

Soit n € N. Puisque R,, € Ro[x], il existe des réels a,, b, et ¢, (uniques) tels que :

Rn(X) = an +bp(X — 1) + cp(X — 1)2.

(¢) Soit n € N. 1l existe donc ay,, by, ¢, € R tels que :
2" =P X Qn+an +by(x — 1) +cp(x — 1) (%)

Rappelons que P = (z — 1)?(x — 2). P est ici sous forme scindée, ses racines sont 1 et 2 de
multiplicités respectives 2 et 1. En particulier, on a P(1) = P'(1) = 0 = P(2).

En évaluant (x) en z = 2, on obtient :

2" = P(2) Qn(2) + an +bn + cn = an + by + cp.
=0

En évaluant (x) en z = 1, on obtient :

1= P(1) Qu(1) + an = an.
g

Dérivons a présent () :
nX" ' = (P'Q, + PQ.) + b, + 2c,(X —1).
Evaluons cette derniére égalité en z = 1 :

n=(P'(1) Qn(1) + P(1) @n(1)) + b = bn.
= Iy

Onobtientdonc‘anzl, bn:netcn:2”—an—bn:2”—n—1.‘

3. Pour tout n € N, on obtient en substituant A & = dans la relation (x) :

A" = P(A) xQu(A) + and + by (A=) + (A=D1 =T+n(A-I)+ (2" —n—1)(A—- 1)~

~——
=0y,
3 -5 2
4. Calculons (A—I)= |1 —1 0 | etladerniérelignede (A—1I3)>= |* * x|, cequinous
0o 1 -1 1 -2 1

permet d’obtenir la derniere ligne de A™ :

(00 1)+n(0 1 —1)+@ -n-1(1 =2 1)=|(2"-n-1 -2 43042 2"—2n).

3
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5. (a) Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.

1 1
Init. Pour n =0, on a d’aprés I’énoncé Xg = |1 | = 4° | 1 |. D’ou la propriété pour n = 0.
0 0
Hér. Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons la au rang n + 1 :
L@ 1 1
Xnt1 AX, M alan 1] | =4t |1
0 0
D’ot la propriété au rang n + 1.
1
Concl. Par principe de récurrence, on obtient bien que : |Vn €N, X, = A" [ 1
0

(b) Dans la relation de la question précédente, identifions les dernieres lignes : le coefficient a
la derniére ligne de X, est u,, et il s'obtient & partir de la 3-éme ligne de A™ (que nous
avons déterminé précédemment) et du vecteur Xy. Autrement dit :

Up42 * * * 1 *
Xpn=lupt1 | = * * * 1| = *
Up 2" —n—1 —2""1 4 3p4+2 27 —2n) \0O 2" —n — 1+ (=21 4+ 3n +2)

Ainsi, on obtient :

VneN, u,=2"—n—1+(-2""143n+2)=-2"+2n+1.

Exercice 3 (Ecricome 2020)

1. (a) |La série de Riemann Z up, converge si, et seulement si, a > 1.
n>1

: 1
(b) Soit k > 2. Pour tout ¢ € [k,k+ 1], on a t > k, d’olt, puisque a > 0, & < 2.

Par croissance de I'intégrale, on en déduit que :

k+1 1 k+1 1 1 1
—dt < —dt=—(k+1—-k)=—.
/k to _/k ko ka( + ) k>

De méme, pour ¢t € [k — 1,k] on a t < k, d’ou, puisque o > 0, t% > k% Par croissance de

I'intégrale on obtient :
ko1 k 1
—dt > —dt =
/k 1t /k 1 ke ke’

k+1 1 1 k 1
/ —dt < —< / — dt.
k ke k—1 t¢

(c) Soit 1 < m < N des entiers. Sommons les inégalités de la questions précédente pour
kE=mn+1,...,N. On obtient (a 'aide de la relation de Chasles pour les intégrales) :

/nNHtladt Z /k+11dt Z Z/ltadt—/Nldt (%)

+1 k=n +1

Finalement :

Calculons (en notant que o > 1) :

/N+1 idt _ {1t_0‘+1

N+1 1 ( 1 1 ) 1 1
= — —
ni1 a—1\(n+1)21 (N4+1)*1) Notoo a—1(n+ 1)1
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N1 1
De méme, lim / — dt existe et vaut . En faisant tendre N vers +oo dans
N=otoo J, 1@ a—1no-l
(%), il suit (puisque tout converge) :
1 1 1 1
<R, < .
a—1(n+1)e1 == qpat

D’apres la relation précédente, il suit que pour tout n > 1 :

R
(n + 1)0&—1 - (Oz—l)no‘_l o
na_l n a—1 R
Or, = — 1. D’apres le théoreme des gendarmes, lim —
(n + 1)0‘*1 n+1 n—-+o00 n—+o0 7(04—1%710‘*1
1
existe et vaut 1. Ce qui se récrit : R,

n—oo (o — 1)na—1

Par définition, la série E Uy, converge a l'ordre 2 si, et seulement si, E Ry, converge.
n>1 n>1

Or :

1
e Ry 2 oo [@=T)no=T"
W > 0 pour tout n > 1 puisque a > 1.
1
. Z ———— est une série de Riemann qui converge si, et seulement si, « —1 > 1,
= (a — 1)no—
soit a > 2.

D’apres le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série g Ry, con-
n>1

verge si, et seulement si, « > 2. Ainsi E u, converge a ’ordre 2 si, et seulement si, o > 2.
n>1

On a vu que la série Z u, converge a l’ordre 1 si, et seulement si, a > 1, et qu’elle converge
n>1
a lordre 2 si, et seulement si, a > 2.

On peut conjecturer que Z uy, converge a 'ordre p € N* si, et seulement si, a > p.
n>1

Pour tout n > 2, on a n™ > n? et donc :

1
La série E — est une série de Riemann convergente. Par théoreme de comparaison,
n

la série E Uy, converge.
n>1

Pour tout k > 3, on a k¥ > 3%, et ainsi :

1

Par la question précédente, E uy, converge, et il en est de méme de la série géométrique

1
Z 3 (de raison ¢ = % €] —1,1[). En sommant les inégalités obtenues, on obtient pour

tout n € N :
“+o00 “+00 1
k=n+1 k=n+1
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Or :
i‘? 1 113 1
WSoa 3t 31—y 32 23
1¢" terme
Ainsi :
0<Rin< 5 .13n~

(c) Z %% est convergente en tant que série géométrique (multipliée par une constante) de

raison :1)) €]—1,1[. Par le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs, Z Rin

n>1

converge. En d’autres termes, E Uy converge a l’ordre 2.
n>1

En sommant les inégalités de la question précédente (toutes les séries en jeu convergent
bien), on obtient, pour tout n € N :

0< Z R1k< Z 23k

k=n-+1 k=n+1

1
Z Rij = Ry et Z 3 3k =13 par le calcul effectué a la question précédente.

k=n+1 k=n+1
Ainsi :

1
4-37

¥n>1, 0< Roy <

(d) On va procéder par récurrence sur p. Notons pour cela A(p) la propriété « la série Z Up

n>1
1
converge a l'ordre p et, pour tout n > 1, 0 < R, ,, < ﬂ »

Init. On a déja montré que la propriété est vraie pour p = 1 et p = 2 aux questions

précédentes.
Hér. Soit p € N*. Supposons la propriété A(p) vraie.

Par hypothese de récurrence :

. 1
VTLGN, OSRP’TLSW
11
Z o 3n est convergente en tant que série géométrique (multipliée par une constante)

de raison g €] — 1,1[. Par théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs,
la série Z Ry, converge. Autrement dit, la série Z uy, converge a ’ordre p + 1.
n>1 n>1

De plus, en sommant les inégalités (toutes les séries en jeu convergent bien), il suit
pour tout n € N :

+00 +o00 11
k=n+1 k=n+1
11 1 . '
Z Ry = Rpyin et Z 2p 3k 219@ = oprizn” On obtient donc :

k=n+1 k=n+1

1
VTLZ]., O<R+1n_m

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
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Par principe de récurrence, on a montré que | pour tout p > 1, E uy, converge a ’ordre p
n>1

et que :

1
Wn>1, 0< By < oo

(e) D’apres la question précédente, on dispose de 'inégalité suivante pour tout n > 1 :

1 1
0= < guge = 6o

Z o est convergente en tant que série géométrique de raison % €] — 1,1[. Par théoreme

de comparaison pour les séries a termes positifs, E R,, », converge.
n>1




