ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DMS

Correction du devoir maison

Exercice 1 (Ecricome 2006)
I. Quelques propriétés de f*.

1.

2.

3.

On a (f(r),y) = {(AX)Y = XAY =X (PAY) |= (z, f*(y)) .

Soit g un endomorphisme de R? vérifiant ¥(z,y) € (R?)”, (f(2),y) = (z, g(y)).

Alors, d’apres la question précédente, on a, pour tout (z,y) € (RS)Q,

(@, [* () = (2, 9()) & (z, [*(y)) — (z,9(y)) =0 & (z, [*(y) — g(y)) = 0.
En particulier, si y € R3 et si # = f*(y) — g(y), alors

(F*) — 9) f* () —9()) = 0= | () —gW)II> =0 f*(y) — g(y) = 0= f*(y) = g(y).

Ceci étant vrai pour tout y € R3, on en déduit que

(a) Soit z € F et y € F-. Alors

(£ ) = (fa) 3)

€F eFL1

(b) Si y € F*, alors la question précédente montre que pour tout z € F, (x, f*(y)) = 0. Et
donc f*(y) € F*.

Ainsi, | I+ est stable par f*.

II. Réduction des matrices d’un ensemble &.

4.

Il est clair que & C . (R?) par définition, et 'endomorphisme nul de R? est dans & car sa

matrice dans la base % est Mq0,0).-

Soient f et g deux éléments de &, dont les matrices dans la base % sont respectivement M =
a b c a v
c a b |eeN=]|  d V |,etsoitAeR.
b ¢ a Vo od

Alors la matrice de Af + g dans la base & est

da+a MN+b A+
AM + N = Ac + d )l + a M\ + v = M/\(a,b,c)+(a’,b’,c’)'
A+bV A+ da+d

Et donc Af +g € &.

Ainsi, | & est un sous-espace vectoriel de . (R3).

Soit f,, € &, ou u = (a,b,c). Alors la matrice de f dans la base canonique est

a C
tMu = b a = M(a,c,b)'
c b

L O o

Et donc
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6. (a)

Soit f, € &, avec u = (a, b, c). Alors
1 1 1 a+b+c 1 1
My—=|1|=—F%| at+b+c | =(a+b+c)—==| 1
V3 1 V3 a+b+c V3 1

Ainsi, e; est un vecteur propre de f,, et donc est un vecteur propre commun a tous les
éléments de &.

Remarque. On a plus précisément montré que e; est un vecteur propre de tous les éléments
de & pour la valeur propre (a + b+ ¢).

Soit x € 2. Alors il existe A € R tel que x = MXej.

Et donc fu(x) = Afy(e1) = Ma+b+c)ey € 2.

Ainsi, | Z est stable par fu‘

Notons que pour tout f € £ (R3), ona (f*)* = f, car si M = Matg(f), alors Matg (f*) =
'M et donc Matg ((f*)*) ="' (*M) = M.

En particulier, si f, € &, alors d’apres les résultats des questions 5 et 6.(b), Z est stable

par f7. Mais alors, par la question 3.(b), | 2 est stable par (f;)* = f.

Puisque 2 est de dimension 1,dim 2+ =3 —1 = 2.

De plus, {(e1,e2) = (e1,e3) = 0, de sorte que es € 2+ et e3 € Z+.

De plus, es et e ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre de 2+, de cardinal
2, et donc une base de 2+.

Enfin, il est facile de vérifier que (ea,e3) = 0 et que |lea]| = |les]| = 1, et donc (e2,e3) est
une base orthonormée de 2.

Puisque [le1|| = 1, €1 est une base orthonormée de .

Et alors |(eq, e2,e3) est une base orthonormée de R?|, car concaténation d’une base or-

thonormée de 2 et d’une base orthonormée de 2.

Puisque 2 est stable par f,, fu(e1) € 2. Et donc il existe un réel e tel que f, (e1) = eey.
De méme, par stabilité de 2 par f,, f, (e2) € 2+ et donc il existe deux réels f et h tels
que fy (e2) = fea + hes.

Et de méme, il existe g et £ tels que f, (e3) = gea + Les.

Et donc la matrice de f, dans la base %’ est :

fu(el) fu(62) fu(ed)
e 0 0 €1
N, = 0 f g € .
0 h J4 €3
Exercice 2 (Ecricome 2022) 11 -1
1. (a) e La matrice A+ 1 = 0 3 0 est de rang 2 puisque, en notant C,Cs,Cs ses
1 4 -1
colonnes, C7 et C5 sont non colinéaires, et C3 = —C4. Ainsi, A+ I n’est pas inversible

: -1 est une valeur propre de A (donc de f ).

Par le théoréme du rang, ’espace propre associé est de dimension 1.

De plus, comme C; + C5 = 0, on a (1,0,1) € Ker(f + Id), et donc nécessairement
| Ker(f + Id) = Vect((1,0,1)). |

-2 1 -1
e La matrice A—21 = 0 0 O n’est clairement pas inversible (une ligne nulle),
1 4 —4

et de rang 2 (les deux colonnes C; et Cy forment déja une famille libre).
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Ainsi, 2 est une valeur propre de A (donc de f ), et par le théoreme du rang, 1’espace
propre associé est de dimension 1.

De plus, comme Cy + C5 = 0, on a (0,1,1) € Ker(f — 2Id), et donc nécessairement
| Ker(f — 21d) = Vect((0,1,1)). |

(b) Supposons que f soit diagonalisable. Alors f admettrait une troisiéme valeur propre « telle
que o ¢ {—1,2} car dim(E(—1)) + dim(E(2)) # 3.

-1 0 O
Dans ce cas, il existerait une base % dans laquelle la matrice de f soit D = 0 2 0

0 0 «
Les matrices A et D seraient donc semblables, donc elles auraient la méme trace, alors
0 =1+ «, donc a = —1, ce qui est absurde.
Ainsi, | f n’est pas diagonalisable.‘

2. Soit z € Ker(f + 1d), alors (f + Id)(x) = 0. Calculons :

(f +1d)*(z) = (f +1d)((f +1d)(x)) = (f +1d)(0) = 0.

Dot z € Ker(f +1d)%. Ainsi |Ker(f + Id) C Ker ((f + 1d)?).

Dans la base canonique de R?, la matrice de (f + Id)? est (A + I3)? =

o O O
O © O

0
0 | qui est de
0

rang 1 .

Par théoréme du rang, on a donc dim (Ker ((f + Id)?) = 2.
Comme Ker(f + Id) est de dimension 1, il suit que | Ker(f + Id) # Ker ((f + Id)?).

3. « ((0,1,1)) est une base de Ker(f —21d) d’apres 1(a).

« En observant (A + I3)%, on a clairement que Ker(f + Id)? = Vect((1,0,0),(0,0,1)), et
((1,0,0),(0,0,1)) fournit une base de Ker(f + Id)?.

Or, ((1,0,0),(0,0,1)) est libre (deux vecteurs non colinéaires), et (0,1, 1) n’est pas combinaison
linéaire de (1,0,0) et (0,0,1).

Ainsi, ((0,1,1),(1,0,0),(0,0,1)) est une famille libre, de 3 = dim (R3) éléments, donc est une
base de R3.

Par concaténation de bases, |R? = Ker(f — 2Id) & Ker ((f + 1d)?).

4. e Soit x € F. Alors f(x) = 2x. Calculons :

(f =21d)(f(2)) = (f = 21d)(2z) = 2(f — 21d)(x) = 2(f(2) — 22) = O

par linéarité de (f — 21d). Ainsi, f(x) appartient & F.
o Soit z € G. Alors (f +1d)%(z) =0 et :

(f +1d)*(f(2)) = (f +1d)* o f(2) = fo (f +1d)*(2) = f((f +1d)*(x)) = f(0) = 0

car f et (f +Id)? commutent. Ainsi, f(z) appartient & G.
Ainsi ‘F et G sont stables par f ‘

Remarque. Une autre méthode consiste a remarque que f commute avec f —21d (qui est un
polynoéme en f). Par conséquent, le sous-espace F' = Ker(f — 21d) est stable par f. On peut
procéder de méme avec le sous-espace G.
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5. Soit € E. Puisque E = F @ G, il existe (un unique couple) (y,z) € F' x G tels que x = y + 2.
Alors :

P(f)(z) = (f +1d)?[(f — 21d)(y)] + (f — 2Id) [(f + Id)Q(Z)} car (f +1d)? et (f — 2Id) commutent
—04+0=0

Ainsi,

P(f) est 'endomorphisme nul. ‘

6. Les endomorphismes 7 et w9 sont deux polynémes du méme endomorphisme f, donc 71 et mo
commutent.

7. (a) Calculons

my o =~ (f + A1) o [(X + 172X —2)] (1)

Or (X +1)%(X — 2)(f) est I'endomorphisme nul d’aprés la question 5.
Ainsi,

w9 o 1 est 'endomorphisme nul. ‘

(b) Soit y € Im (m), il existe z € E tel que y = mi(x), donc ma(y) = w2 o m(z) = 0, donc
y € Ker (m3). Ainsi, ‘Im (m) C Ker (72).‘

8. (a) Onam+m =g ((f+1d)> = (f+4Id)o (f —2Id)) = & (f2+2f +1d — (f2 +4f — 2f + 81d)).
(b) Soit x € Ker (m3), on a donc ma(x) = 0, donc d’apres la question précédente z = mi(z) €
Im (71). Ainsi, ‘Ker (m2) C Im (71'1).‘

9. Par double inclusion,

Ker (m3) = Im (7). ‘ Mais comme 71 et 72 commutent, m o 2 = 0 o (R3),

donc on peut appliquer les mémes arguments et on obtient ‘Im (m) = Ker (7). ‘

10. Calculons :
71'% =mgomg =m0 (Id—m) =my — me 0m = ma.

On proceéde de méme pour 1. Ainsi, ‘m et ma sont des projecteurs. ‘

11. Soit € F. Alors ma(z) = —3 o (f +41d) o (f — 2Id)(z) = 0 car F = Ker(f — 21Id). Donc
F c Ker (m2) = Im ().

Soit z € G. Alors mi(z) = $(f —Id)*(z) = 0 car G = Ker ((f — Id)?). Donc G C Ker (m1) =
Im (7‘(’2).

Soit x € E. Puisque E = F @ G, il existe (y,z) € F x G tels que x =y + z. Alors :
mo(x) = mo(y) + ma(2) =0+ 2 =2

car y € F C Ker(m) et z € G C Im(mg) = Ker(me — Id) car m est un projecteur. Ainsi,
mo est le projecteur sur G parallelement a F' ‘

En procédant de méme, m(z) =y, et ‘m est le projecteur sur F' parallelement & G.‘

12. Par définition :

g:é@uqiwﬁuf+ﬂwoq—m®):é@ﬂ+ﬁf—ﬂ®.
et ]
h:f—g:§Q%F+3f+u®.

Ainsi, | g et h sont des polynémes de I'endomorphisme f. ‘
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13. On a déterminé a la question 3. une base (e1, e, e3) de R? telle que (e1) est une base de F et
(e2,€3) est une base de G.

1 00 0 0O
Les matrices respectives de m et mo dans la base (ej,eg,eg)sont | 0 0 0 [et ] O 1 0
000 0 0 1
2 0 0
Donc |la matrice de g = 2m; — w2 dans la base (e, ez, e3) est 0 -1 0
0 0 -1

14. Calculons :

(f —2d)om + (f+Id)oma = fo(m +m) —2m +m = fold—g[=h.]

Puisque tous les endomorphismes en jeu commutent (ce sont tous des polynémes en f) :

h? = (f —2Id)? o7} + 2(f — 21d)(f + Id) o my o mo + (f +1d)? o 73
Or, m o™y :O,w% =1 et 77% = 7o, donc :
h? = (f —2Id)? oy + (f +1d)? o 7o

Et puisque Im (m1) C Ker((f — 21d)?) et Im (73) C Ker(f + Id), on obtient

15. Ainsi, h est nilpotent, g est diagonalisable et f = g+ h avec go h = ho g car g et h sont des
polynémes en f d’apres la question 12. f est donc la somme d’un endomorphisme nilpotent et
d’un endomorphisme diagonalisable, les deux commutant.

Probléeme (Ecricome 2015)

Partie A
1. Soit x € R. Alors [V, > z] = ﬂ [X; > z], et par indépendance des (X;) :
1<i<n
PYp,>z)=P| () [Xi>a]|= ][] PXi>a)= J] 01-P(X;<2)
1<i<n 1<i<n 1<i<n
=[[0-F(2) =1~ F@)"
=1
Ainsi :

Fo(z) = P(Y, <2)=1-P(Y, >2)|=1-(1- F(2))" |

2. Si X admet une densité f, alors sa fonction de répartition F est de classe €' sur R, sauf peut-étre
en un nombre fini de points, et continue sur R. Par théoreme d’opérations sur les applications
€' et continues, il en est de méme pour :

F,:xz—1—-(1-F(x)".
Donc Y, est a densité. De plus, pour tout x ou F' est dérivable, on a :

Fl(@) = nF'(a) (1 — F@))"™ = nf(x) (1 - F(a))"".

Donc une densité de Y, est donnée par | f, : ¢ € R — nf(z) (1 — F(z))" .
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T
3. (a) Soit # > 0. Procédons a une intégration par parties dans l'intégrale / (1—®(¢t))dt.
0
+ 1 ®(t) 1

N
v = L

Les fonctions encadrées étant €', I'intégration par partie est licite, et :

/x (1= ®(1))dt = [t(1 — BE)]E + /x to(t) dt = 2(1 — B(z)) + / to(t) dt.
0 0 0

D’ou le résultat :

Yz >0, /0 to(t) dt = /O (1= ®(t))dt — (1 — B(x)).

(b) Pour tout x >0 :

—+00 —+00 +oo

0 < 2(1—d(z)) = x/ o) dt :/z ro(t) dt S/m to(t) dt.

+00 “+o0o
Comme E(V) existe, 'intégrale / to(t) dt est le reste de I'intégrale convergente / to(t) dt,
0
d'o : ’
. +m
xkinoo ; to(t)dt = 0.

Par théoréme des gendarmes, la limite EIJP (1 — ®(x)) existe et vaut 0.
X o

De/ (1—®(1))dt :/ to(t) dt + z(1 — B(x)), il découle alors que :
0 0

/Ox(l—@(t)) dt — E(V).

r—r-+00

+oo
Finalement, / (1 — ®(t))dt converge (et vaut E(V)).
0

+oo
(c) Supposons que / (1 — ®(t)) dt converge. Pour tout z > 0, on a —z(1 — ®(z)) < 0 de
0
sorte que :

0< [“tewa’® [Ta-ew)a-si-o@) < [°

+o00
(1—®(t)dt < / (1= ®(t))dt
0 0

x
car 1 — ®(t) > 0 pour tout t € R. La fonction = — / to(t)dt est croissante (car ¢ +— tp(t)
0

est positive), et majorée par les inégalités ci-dessus. Elle admet donc une limite finie lorsque
T — +00. Ainsi,

+o00
E(V) existe (et vaut /0 (1 —®(t)) dt d’apres (b)).

(d) En 3.(b), nous avons démontré une implication et en 3.(c) I'implication réciproque. On
peut donc conclure que :

+oo
E(V) existe si, et seulement si / (1 — ®(t)) dt existe.
0

+o00
Et on a dans ce cas | E(V) = / (1 —2(¢))dt.
0
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Pour aller plus loin.

Une propriété analogue peut étre démontrée pour une variable V' discrete a valeurs dans
N. Voir a ce sujet 'Exercice 5.7 de TD.

Partie B
4. (a) Notons que f est continue sur R* et positive si « est positif. .. ce que nous ne manquerons

+oo +oo
pas de vérifier. Montrons que l'intégrale I = / f)dt = « / converge. La
—00 0

1+t2
1
fonction t — ——— est continue sur R™, donc I est une intégrale généralisée en +oco. Et

1+¢2
pour A >0 :

A
/0 ft)dt = [« arctan(t)]g1 = aarctan(A).

T 2
Comme lim arctan(A) = —, I converge, et vaut 1 si, et seulement si, « = —. Et cette
A—+o00 2 ™

valeur est bien positive. Ainsi on prendra |« = —.
s

(b) Pour tout = < 0, onaF(w):/ f(t)dt:/ 0dt =0. Pour z >0 :

z 2 [ dt 2
par le calcul précédent. Ainsi :

0 six <0,
F:z—<92 .

—arctan(x)  sinon.

i

(c) Par les questions 1. et 2., on sait que Y3 est a densité et que :

0 six <0,

Vx € R, FQ(LE) = 2 2
1-— (1 - — arctan(x)) sinon.
T

0 six <0,

R —
Vr € R, f2 (l’) L <1 — g arctan(a})) sinon.
(1 + x2) us

1
(d) Soit g : 2 € R} + arctan(z) + arctan | — ). Comme arctan est dérivable sur R et z +— 1/x
x

est dérivable sur ] 0; 400, g est dérivable sur |0; +oo[ par composition. De plus, on a
pour tout x >0 :

/() 1 +(—1)X 1 1 1 0
) = —_— = — = 0.
g 1+ 22 x2 1 1+22 22+1

Donc g est constante sur | 0; +oo [, égale a g(1) = 2arctan(l) = 2 x T =

-

. D’ou ’égalité :

‘\"i‘ I\D\ﬁ

K=

Vx €]0; +o00[, arctan(x) + arctan (

(e) Il découle de 4.(d) que pour tout x > 0 :

2 2 1
—arctan(z) = 1 — — arctan | —
v v x
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et donc que :
8 1
f2($) = m arctan ; .

. 1 - 8
Puisque — eore 0 et arctan(u) o W il suit : | fao(x) oo 723

+o00o
(f) E(Y>3) existe si et seulement si /
—00
converge car la fonction intégrée est positive. Comme x — x fo(x) est continue sur [0, +00],
Iintégrale est généralisée en +00. On a :
8
o zfo(x)

z——4oo 2x2’

+o00
xfo(x)da = / x fo(x) do converge absolument, donc
0

55 = 0 pour tout > 0.
T

+oo 1
. / —5 dz converge (intégrale de Riemann en +oo avec av = 2 > 1).
1z

+oo
Par théoréme de comparaison, / xfo(z)dz converge, et donc que Y2 admet une es-
0

pérance.

2
D’autre part, on a xf(x) ~ —. Par un raisonnement analogue, ou cette fois I'intégrale
xr——+00 7rx
+o0 1
de Riemann / — da diverge, on montre que X n’a pas d’espérance. Par définition, on a
1z
donc que :

‘X est implosive et son indice d’implosion est 2.

5. (a) Soit N € N. Par un télescopage immédiat :

1 1
P(X = =1- 1
,;) ( Z\/k+1 Vk+2 VN +2 N—+oo

+00
Ainsi, Z P(X =
k=0

(b) Commengons par chercher un équivalent de P(X = k) en +oc.

1 Vk+1 1 k+2-1 1 1
P(X:k):\/m<1_\/m>:\/7k+l (1‘\/ o ):WH(“\/“M)'

—1 1 —1 1
Comme (14+u)*—-1 ~ ou,ona/I1+——F-—-1 ~ —Xx-—— ~ ——. Onen
u—0 k+2 k—+oco 2 k+2 k—>+too 2k

déduit que :
1

) k00 2k vk

P(X =k

Il s’ensuit que kP(X = k) Par la regle des équivalents pour les séries a termes

1
k00 Wk
positifs, Z kP(X = k) est de méme nature que Z

k>1 k>1 \F

divergente (o = 1/2 < 1). Ainsi, ‘X n’admet pas d’esperance.‘

, qui est une série de Riemann

(¢) Comme en 5.(a), toujours par télescopage, on obtient pour tout k de N :

k k 1 1

2PN =D= 0 e Vi

P(X <k)=

1
CVE+2
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()
Partie C
6. (a)

(d)

Tout d’abord, Y2(£2) = N. Soit k£ € N. Par la question 1 :

1
PYo<k)=1-(1-F(k)>=1-—-
(ash)=1-0-F0)P=1- 15
formule également valable pour k = —1.

Comme [Yo < k| = [Ya = k] U [Ya < k — 1] avec incompatibilité des événements [Ys = k] et
[Y2 < k — 1], on obtient :

1 1 1
POz =k =PMesk) - PV k-1 =g~ 0 = G e

1

1
Par conséquent, kP(Ys = k) P T et par le critere des équivalents pour les séries a
—+00

1
terme général positif, puisque Z — est une série de Riemann divergente, Z kP(Ys = k)
E>1 k>0

diverge. Ainsi, ‘Yg n’a pas d’espérance.‘
On a Y3(2) = N. Soit k € N. Par la question 1 :

1

P(Y3£k>=1—<1—F<k)>3:1_m’

formule aussi valable pour £ = —1. On en déduit que :

1 1

P(Ys=k)=PYs<k)—P(Ys<k-1)= (k+ 132 (k+2)3/2

1 1
(k+1)32  (k+2)32

Ainsi:  |V3(Q) =N et VkeN, P(Ys=k)=

3

Ona P(Ys=k) ~ ——=, par un raisonnement analogue a 5.(b) (dont je vous laisse le
k—-+o0 2/€5/ 2

soin d’écrire les détails). Par conséquent, on a kP(Ys = k) ~ ———, et par le critere

k—4o00 2k33/ 2

des équivalents pour les séries a terme général positif, puisque E est une série de

k3/2
k>1
Riemann convergente, la série Z kP (Y5 = k) converge. Ainsi ‘}/3 admet une espérance.‘
k>0
Les trois résultats précédents montrent que : ‘X est implosive, d’indice d’implosion 3. ‘

La fonction f est continue sur R, sauf éventuellement en 1, et est positive a condition que a
+oo +00

dz
soit positif. Montrons que l'intégrale I = / ft)dt =a / — converge et calculons
1 T

— 0o
sa valeur. La fonction intégrée étant continue sur [1,+oc[, 'intégrale est généralisée en

+00. Soit A > 1. Alors :

A a 4 a a a
dz = = - —-1>0.
/1 J(w) da {(1 - oz):z:o‘l]l a—1 (a—1)A>l Astoo a—1 car a >0

En prenant , f est continue sur R\ {1}, positive sur R et d’intégrale sur R valant

1. C’est donc une densité de probabilité.



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

six <1,

sinon.

0
(b) En reprenant le calcul précédent, ona: |F:z€R— {1 1

xa—l

“+oo

(c) Comme /

— 00

que ‘E(X) existe si, et seulement si, o > 2.‘

— dx, on a directement

+oo
xf(z)dz se réduit a I'intégrale de Riemann /
1 @

(d) Par 1., une densité f, de Y,, est donnée par :

0 iz <1
foiz€R=nf(z)(1—Fz)" ' =< na 1 Y

e 7(950171 )nil sinon

E(Y,) existe si et seulement si / Zfn(x) doe = / Ty dz converge (absolument),
1 x

—0o0
la fonction intégrée étant positive. On reconnait ici une intégrale de Riemann en +oo qui

converge si et seulement si n(aw — 1) > 1, soit a > 14+ —. Ainsi,
n

1
E(Y,) existe si, et seulement si, & > 1+ —.
n

1 1
(e) Pour que X soit implosive d’indice m > 2 donné, il faut et suffit que 1+ — < o < 1+71.
m m —

a=1+

convient (par exemple).
m—1

1
Ainsi, pour tout m > 2, |a =1+ — donne une variable X implosive d’ordre m.
m

Partie D

7. (a) La fonction f est continue sur R, sauf éventuellement en 2, et est positive a condition que a
+00 400 dx
le soit. Montrons que I = / flx)de =a / ———5 converge et calculons sa valeur.
2 zln(z)

—0o0
La fonction intégrée étant continue sur [2,+oo[, I'intégrale est généralisée en +oo. Soit
/

1 1
A > 2. Une primitive de z — ————— (du type i) sur [2; 400 [ est z — ———. Donc :
xIn(x)? u?

In(z)

A —a a a
/_Oo Jw)do = In(A) + In(2) A—+oo In(2)

Alors avec|a = In(2) | > 0, I converge et vaut 1, de sorte que f est une densité de probabilité.

0 six < 2,
(b) Par le calcul précédent : |F:ze€R— In(2)

— ln(ac) sinon.

“+oo

) . ) oo In(2)
(¢) X admet une espérance si, et seulement si, / xf(x)dr = / de converge
—00 2 n(r

(absolument), la fonction intégrée étant positive. Pour tout = > 2 :

1/x _ In(z)? 0
zf(z) xln(2) >+

+oo 1

1
de sorte que — = o(zf(z)). Comme l'intégrale de Riemann / —dz diverge, le
Tr T—4oo 2 X

+o00o
critére de négligeabilité pour ces fonctions positives assure la divergence de / zf(x)dz.
2

Ainsi | X n’admet pas d’espérance.‘
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(d) D’apres la question 1, une densité de Y,, est donnée, pour = > 2, par :

In(2) In(2) n—l ] ﬂ .
fnilw_} nl‘lnz(x) (ln(l‘)) siz > 2 — n:z:ln”“@) Slx22‘

0 sinon 0 sinon

1 1 n+1 1
Or [z S n(x) 0, ce qui s’écrit également — = o
xfp(z)  axnln™(2) z—+400 X z—+00

comme dans la question précédente que ‘pour tout n > 2, Y,, nadmet pas d’espérance.

(xfn(x)). On conclut

(e) X est une variable positive (X () = [2,400]) sans espérance et pour laquelle aucune des
variables Y,, n’a d’espérance. | X n’est pas implosive.

Partie E

8. On note Fy la fonction de répartition de Y, et F' celle de X. Par la question 1 :
VeeR, Fy(x)=F,(x)=1-(1-F(xz))".
D’ou pour tout z € R :

Fy@)=1-(1-F@)"o(1-F@)" =1—-F()a1-F) =(1— Fy)Y"

On peut conclure que : VeeR, F(z)=1-(1- FY(w))l/n-

9. Soit k € N*. Onal— Fy(k) = P(Y > k) = (1 — p)* car il s’agit de la probabilité d’obtenir que
des échecs sur les k premiéres expériences de Bernoulli (on pouvait aussi calculer cette probabilité
a l'aide d’une somme).

S'il existe une variable X implosant sur Y a ’ordre m, on aurait (en notant toujours F la fonction
de répartition de X) :

Flk)=1-(1-p*™ =1-[1-p)"m]".

Cette formule est de plus valable pour k = 0. On obtient alors que pour tout k € N* :

k—1

P(X = k) = F(k)~F (k1) = [(1 — p)/"] S a —p)l/m}'“ = [a-p"" a-a-p)m.

Donc X suit la loi géométrique de parametre 1 — (1 — p)l/ M. Mais X n’est alors pas implosive,
car elle posseéde une espérance. Ainsi, ‘il n’existe pas de variable X implosant sur Y. ‘

1
10. Soit @ =1 + — X de loi décrite dans la partie C, Y de méme loi que Y;,. Alors par les
m —

résultats de la partie C, | X implose sur Y avec un indice d’implosion m. ‘

11. Par hypothese et d’apres la question 1 (avec F' la fonction de répartition de X) :
VeeR, Gx)=1-(1-F()™.

Fixons 2 < k < m. Construisons une variable aléatoire X’ implosive, d’indice d’implosion k, qui
implose sur Y.

Etape 1. Définition de la loi de X'.

Posons H la fonction définie sur R par H(z) = 1 — (1 — F(:c))m/k On vérifie que H est une
fonction de répartition d’une variable & densité :

e H est continue sur R et de classe €' sauf peut-étre en un nombre fini de points car F' ’est.

e H est de limite nulle en —oco et de limite 1 en +o00.

11



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

e F'étant croissante, 1 —F' est décroissante, donc (1—F)m/ k aussi, et du coup H est croissante.
Soit X’ une variable aléatoire admettant pour fonction de répartition H.

Etape 2. X’ implose sur Y, d’indice d’implosion k.
Pour tout 1 < ¢ < k, on note Y la variable min(X7,...,X/) ou X{,..., X} sont de méme loi
que X' et indépendantes.

e Par la question 1, pour tout z € R :
Fy/(x)=1—(1-H@)" =1—-(1-F(x))" = G().

Donc Y} suit la méme loi que Y.
o Puisque X implose sur Y, Y posséde une espérance. Il en est donc de méme de Y.
e Soit 1 <i< k. On a pour tout z € R :
Fy/(z)=1-(1-H(@)' =1-(1-F@)™* = 1-F(z)=1-F@)™".
i k—1
Orona%nggm—%gm—l (puisque % >1). Et comme 0 <1— F(x) <1,

ona:
1= Fys(x) > (1 - F(z))" ™" >0,
Utilisons les résultats de la question 3. Puisque E(Y;,—1) n’existe pas (car X est d’indice

+o00
d’implosion m), / (1 — F(z))™ ! dz diverge. Par théoréme de comparaison, l'intégrale
0

—+00

/ 1 — Fy/(z)dx diverge également. Ainsi, toujours par la question 3., E(Y/) n’a pas
0 1

d’espérance.

o En particulier pour i = 1, Y{ = X’ n’a pas d’espérance.

Ainsi X’ est implosive, implose sur Y, avec un indice d’implosion valant k. On a donc montré

que | pour tout k € [2,m], il existe X’ implosant sur Y, d’indice k.

Partie F

12. L’énoncé est peut-étre un peu vague. X est a priori positive d’apres le début de ’énoncé. Doit-
on supposer que X admet une espérance dans la définition de I’explosivité ? Voici une réponse
pour les deux cas.

o Si X n’a pas d’espérance, alors 0 < X < Z,, entraine que Z,, n’a pas d’espérance (sinon, X
admettrait une espérance par domination). Dans ce cas, son indice d’explosivité est m = 2.
Si X n’admet pas d’espérance, alors X est explosive d’indice 2.‘

e Si X possede une espérance, alors X7 + - - - + X,, admet une espérance par linéarité. Or :

ce qui entraine que Z,, admet une espérance par domination. Ceci étant vrai pour tout n
de N*, X n’est pas explosive.
Si X admet une espérance, alors X n’est pas explosive. ‘

On peut en outre conclure que :
‘Si m > 3, il n’existe pas de variable explosive d’indice m. ‘

13. D’apres ce qui précede, toute variable positive possédant une espérance fait 'affaire... et comme
il en existe (lois exponentielle, v, binomiale, géométrique, de Poisson...), on peut donc conclure
que :

‘Il existe des variables qui ne sont pas explosives. ‘
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