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— DM7
Correction du devoir maison

Exercice 1 (Edhec 2018)
1. On peut utiliser les commandes suivantes :

1
2

3

2. (a)

3. (a)

X = rd.exponential(2)
Y = np.sqrt(X)
print (Y)

Puisque X < &(1/2), elle admet pour densité :

1 —1¢ .

se 2 sit >0,
x:teER— 2 -
f {0

sinon.

En particulier, X (2) = Ry, et donc Y est bien définie et Y (2) = Ry. Ainsi, pour tout
z<0:
Fy(x)=P(Y <z)=0.

A présent, pour z > 0 :

Fy(x)=P{Y <z)=PWX<z)=P(X <z?)=Fx(@x®)=1—¢"

Ainsi :

Notons tout d’abord que Fy est continue sur | — oo, 0] et sur [0, +00[ en tant que composée
de telles fonctions. En O :

lim Fy(z) =0= Fy(0) = lim Fy(z).

z—0~ z—0t

Donc Fy est continue sur R. De plus, Fy est de classe € sur | — 0o, 0] et sur |0, +oo[ pour
les mémes raisons. Donc Y est une variable a densité.

, 0 six <0,
Fy(z) = «2

Pour tout  # 0 :

rxe 2 six>0.

Une densité de Y est (avec un choix arbitraire pour la valeur en 0) :

0 sit <0,
fyr:t— 2

te"2 sit>N0.

Si Z < A47(0,1), alors Z admet un moment d’ordre 2, donné par :

+oo 42 2
~T dt = E(Z? = V(Z)+E(Z)?=1+0%[=1.
- () i VD) + B2 =1+
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t2 2
(b) Puisque t — \/76_% est positive et paire, on déduit de la question précédente que
T
Foo 2 2 1
e~ 2 dt converge absolument et vaut —. Par linéarité, l'intégrale
0 V2T 2

+oo 9 _t2 oo 2 \/7 3
/ 2e 7 dt = / t*fy(t)dt converge absolument également, et vaut 2 V2
0 — o

Ainsi | E(Y') existe et vaut E(Y) = g

I'intégrale

x

4. (a) Puisque X () =Ry et que  — 1 — e 2 réalise une bijection de R dans [0, 1], on obtient

U(Q) =[0,1[.
(b) Puisque U(2) = [0, 1], il suit que Fy(x) = 1 pour tout z > 1 et Fyy(x) = 0 pour tout = < 0.
Pour z € [0,1] :
Fy(z) =Pl —-e*?<z)=P1 -z <e¥X?)
=P(ln(1 —=x) < —g) car In croissant et 1 — 2 >0
= P(X<—2Im(1-z)=1-e"0"2 =g
Ainsi :

0 siz<O,
Fp:z—<z si0<z<l,

1 sinon.

‘U suit donc une loi uniforme sur [0, 1]. ‘

(¢) Partant de U = 1 — e~ */2, on obtient aprés calculs ’X =—2In(1-0U) ‘ On peut utiliser
les commandes suivantes pour simuler la variable Y.

1 |U = rd.random()

2 |X = -2#np.log(1-U)
3 |Y = np.sqrt(X)

1 | print (Y)

Exercice 2 (Ecricome 2014)
1. Pour cela, montrons que E est un sous-espace vectoriel de 'espace .7 (R* ,R) des fonctions de
R% dans R :

o La fonction nulle f : 2 — 0 = 2 x 0 + xln(z) x 0 appartient bien & E (en prenant
P = Q = ORnfl[x}'
« Pour tout A\;, A2 € R, pour tout fi, f» € E, il existe (Pi, Py, Q1, Q2) € (R,,_1[x])* tels que :

firz—zPi(z)+xn(z)Q1(x) et fo:x— xPy(x)+ zln(z)Q2(x).

D’ot, pour tout x € RY :

(ALfi + A2 f2)(x) = A fi(z) + Ao fo(x) = Mi(2Pi(z) + 2In(2)Q1(2)) + A2 (2 Pe(7) + 2 In(z)Q2(x))
=z (MPL+ AP)(2) + Aoz In(z) (M Q1 + X2Q2) ()
~————— —_————

eRnfl[x] eRnfl[m]

Ainsi, A1 f1 + Ao fo appartient bien a FE.
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E est donc un sous-espace vectoriel de .# (R% ,R). En particulier, | E' est un R-espace vectoriel.

Montrons que E = Vect(uy, vy, ..., Uy, vy) par double inclusion.
C Soit f € E. 1l existe P,Q € R,,_1[x] tels que :
[z 2P(x)+zIn(2)Q(z).

Ecrivons P = ag+arx+--+ap 12" et Q=byg+biz+---+by_12" L. On obtient pour
tout z € R :

f(z)=z(ag+ a1z + -+ ap_12" V) + zln(z)(bg + biz + - -+ by_12" 1)
=apr +a12® + -+ ap_12" + boz In(x) + byz? In(z) + - - + b,_12" In(z)
= apuy(x) + ajua(z) + - -+ + apn—1un(x) + bovy (z) + brva(x) + -+ - + b1, ().

Ainsi, f = aguy + aqug + -+ + apn_1U, + bov1 + byvo + -+ - + bp_1v, appartient bien a
Vect(u1,v1, ..., Un, vy). Dot la premiére inclusion.

D Pourtoutt=1,...n:
Vz e R*, wi(z)=2'=zxz" ' +zln(z)x0cE,

Vz e Ry, wvi(z) =2'In(z) =z x 0+xln(z) x 2! € E,

car 0 et z°71 appartiennent & R,,_1[x]. Ainsi u;,v; € E pour tout i = 1,...,n, et comme
de plus E est un espace vectoriel :

Vect(ug,v1, ..., Un,vy) C E.

On peut donc conclure que ’E = Vect(u1,v1,...,Up, vp). ‘

2. Pour tout f € E, il existe P,Q € R,,_1[x] tels que :
frx— aP(x) 4+ zn(x)Q(z).

Or lim zP(z) = 0 et lim zln(z)Q(x) = 0 par croissances comparées. D’ou par somme,
0t x—07+

111%1+ f(x) =0. La ‘fonction f peut donc étre prolongée par continuité en 0| en une fonction f
T

continue sur R et telle que £(0) = 0.

x
En particulier, pour tout f € FE, lintégrale / f(t)dt est bien définie pour tout z > 0. En
0
effet, la fonction f est continue sur RY et prolongeable par continuité en 0. Cette intégrale est
donc faussement impropre en 0, donc convergente. Ainsi l'intégrale définissant ¢(f) est bien
convergente.

Pour tout £ =1,...,n, pour tout x >0 :

k+1 xk 1

1 [z 1 [z
== Hdt== [ tFdt=- = = :
o(ur) () x/0“k<> x/o e e )

1
Ainsi = :
insi | p(ug) P
1 e 1 [T,
D’autre part, pour tout € > 0 : —/ v (t) dt = —/ t* In(t) dt.
T Je X Je

On procede a une intégration par parties sur le segment [e, z] :
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+ | In(¢) tk

1 tk+1
t i

E+1
tk-‘rl
Les fonctions ¢ — In(t) et t — sont de classe ¢! sur [e,2]. D’otl par intégrations par
parties :
1 = 1 tk+1 z ¢k
JROE - at
T Je o k +1 e k+1
1 cht1 2k ok
- —In(e) - 5 T 2
oz k+1 (k+1) (k+1)
1 +1 IL’k
% —
ok g (e )k+1 (k+1)
. fos. Adnsi (0p) = 1 1
ar croissances comparées. Ainsi : v U
P P PR = T kg 1)2tk

3. Pour tout f,g € E et pour tout A\, u € R, pour tout z > 0 :

1 [® 1 [® 1 [®
PO +ug)a) = — [+ at =2 [y de+p [ gle)a
x Jo x Jo x Jo
par linéarité de l'intégrale (toutes les intégrales en jeu convergent). Ainsi :

e(Af + 1g) = Ap(f) + 1e(g)

et ‘ © est bien linéaire. ‘

Enfin, on a vu que pour tout k = 1,...,n, p(ur) et p(vy) appartiennent bien a E. Pour tout
f € E = Vect(uy,vy,...,up,vy), il existe A1, 51, .., ap, B, tels que :

= (oug + Bog).
k=1

Par linéarité de ¢ :

M:

o(f) = ) _(ap(ug) + Bp(vg)) € E

k

I
—

car F est un espace vectoriel. Ainsi ‘4,0( f) appartient bien a E. ‘

1 1

k1 F " (kt1)2
donc compléter la matrice de ¢ dans la base £ :

1
4. On a obtenu ¢p(uy) = P T Uk et p(vg) = ug pour tout K =1,...,n. On peut

20 0
0o 1 o0
: 1 -1
: 3 9
A=Mg(p)=|: PR S
0
1 —1
n+l  (n+1)2
0 0 5
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5. A étant triangulaire supérieure, les valeurs propres de A sont ses coefficients diagonaux. Ainsi :

Sp(A):Sp(go):{;,;,...,nil}.

0 n’est pas valeur propre de ¢, donc ¢ est un endomorphisme injectif de F qui est de dimension

finie égale a 2n. Donc | ¢ est bijectif]|.

6. Soit k € [1,n] tel que A = , et soit f un vecteur propre associé a A. Posons :

b

k+1

g:xGRin_I/’\/ f(t)dt:m_k_l/ f(t)de
0 0

T 1
et montrons que g est constante. Puisque f est continue sur R | x — / f(t)dt = / f(t)dt+
0 0

x
f(t)dt est de classe €' sur RY par le théoréme fondamental de l'analyse (on a utilisé une

relation de Chasles pour s’y ramener, étant donné que l'intégrale est généralisée en 0). Donc g
I’est aussi, de sorte qu’on peut calculer sa dérivée pour tout z > 0 :

g'(x)

(—k — D)~k / " p()dt 4 2 f ()
0
(—k =Dz o(f)@) + 27 () = (=k = D2 "N f(z) + 275 f ()

(k= Dot (@) + 2 (@) =0

Ainsi ’ g est une fonction constante sur R} | Notons ¢ € R cette constante. Ainsi, pour tout

z>0:
o [ra—e = [ soulZa]
0 0

On obtient alors en dérivant (on a déja justifié que tout était dérivable sur R ) :

Ve >0, f(z)=(k+1)czk.

1

7. Pour A = P on a donc montré que si f € Ek1 (), alors il existe un scalaire d € R
F1

(égal & (k + 1) x c avec les notations introduites dans la question précédente) tel que f = duy.

Réciproquement, on a vu que wuy appartient bien & E_1_(¢). On peut donc conclure que :
k+1

E (QO) = Vect(uk).

Puisque uy # 0, il suit que | dim <E 1 (gp)) = 1|pour tout k =1,...,n.

Enfin, remarquons que :

> dim (Ekil(‘p)) =Y 1=n<2n=dim(E).
k=1 k=1

Donc | ¢ n’est pas un endomorphisme diagonalisable. ‘
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Exercice 3 (Edhec 2017)

1. (a)

(c)

Ecrivons:
-n 1 ... ... 1 1 1 ... ... 1 n+1 0 ... ... 0
1 —-n . : 1 1 - : 0 n+1 :
1 : 1 . 0
1 1 —-n 1 1 1 0 0 n+1
=J—(n+ 11|

Puisque J et (n + 1)I commutent, il suit
A2=(J-n+1DD2*=J%=2(n+1)J+ (n+1)I.

Or, il est aisé de voir que :

1 1 1 1 1 1 n n n
1 1 : 1 1 : n n :
JP= o = s o = nd
1 | n
1 1 1 1 1 1 n n n

Et donc | A% = (n + 1)1 — (n + 2)J.

En utilisant les deux relations de la question précédente, il vient

A2=m+1)T-n+2)J=0n+1*T—n+2)(A+n+1)I)=—(n+2)A— (n+1)I.

Soit encore A%+ (n +2)A+ (n+ 1)1 = 0.
Et donc un polynéme annulateur de A est | X2 + (n +2)X + (n + 1).

Le discriminant de ce polynéme de degré deux est A = (n + 2)% — 4(n + 1) = n?.

Il posséde donc comme racines :

_ 2 _ 2
A\ = (n+22)+\/n et Mg — (n+22) vn

Puisque les racines du polynémes annulateur de A sont ses valeurs propres possibles,
celles-ci sont donc ‘ —let —(n+1). ‘

=—(n+1)

Par la question précédente, 0 n’est pas valeur propre de A, donc \A est inversible. \

2. Puisque (g9,¢€1,...,&n) est une base orthonormée :

3. (a)

n 2
Jul = J S (=) =+ EL

k=0

Soit ¢ € [0,n]. Calculons tout d’abord :

<€Z', u> =
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1 sii=k
ou b = { ) . En utilisant Videntité ||z — y||* = ||=]|* + ||ly[|* — 2(z,y) avec z = ¢;
0 sinon

et y = (g, u)u = ﬁu, on obtient :

2 n -+ 1
€]
n

(leall® + Il ei ) wll® = 2 (e4, dei, w) w) )

1 1
nt <1+—2<6i,u>2>
n —+

n 1
n+1 1 2 n+1 n
n n+1 n+1 n n+1
On en déduit donc que | ||e;|| = 1.
(b) Soient 7, j deux entiers distincts de [1,n]. Alors :
n+1 n+1
{eirej) = < (i — (gi,u) u), (65 = {&jrw) U)>
n n
n+1
= n (ei — (i u) U, €5 — <€j7u> u)
n+1
= ——((ei&)) = (g0 u) (gj, u) = (g5, w) {eiy w) + (g5, u) (g5, 1) (u,u))
bilin. N = ~—— —
=0 =llull=1
Cn41 ( 1 1,1 )
on n+l n+1 n+l1
~n+1 -1 1
 on on+1[ n

(c) ¢ est bien linéaire par linéarité a gauche du produit scalaire, et & valeur dans R. C’est donc
une forme linéaire sur £, non nulle car ¢(u) = (u,u) = ||u/|> = 1. Par le cours, son noyau

F = Ker(p) est un hyperplan de F, i.e. ‘dim(F) =dim(E) - 1= n‘
(d) Pour tout i € [0,n] :

pled) = lesu) = "o fei = (o) ) = ("o () = () () = 0,

n ——
=[lull=1
Donc ‘eo, ..., ey appartiennent a F = Ker(p). ‘
(e) Montrons que la famille (eq,...,e,) de vecteurs de F est libre. Soient pour cela A1, ..., A,
n
tels que Z Aie; = 0. Alors, pour tout j € [1,n], il vient :
i=1
' n n n s
(]
0= <OE,€j> = <Z /\iei,ej> = Z)\Z <€i,€j> = Z —— + )\j
i=1 i=1 -1 "
i#£]
Ainsi, (A1,...,A,) est solution du systéme
— 1 1
Al — A2 _ A — ! A1
n n 1 —-n A
A n —
" A
_)\1 o )\nn,1 +)\n:0 1 ;L\fl
1 1 —n n
A1
S Al =0
An
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Mais a la question 1.(c), nous avons prouvé que la matrice A est inversible, et donc en

)\1 )\1

multipliant A : = 0 & gauche par A™1, il vient : =0, desorte que A\y =--- =
An An

An = 0. Ainsi, la famille (eq, ..., e,) est libre. Puisqu’elle est de cardinal n = dim F, c’est

donc une

Soient x,y € F. Alors :
" n+1 n n+1

fly,z) = Z <y76k> (,ex) — T<y7x> = Z (z,ex) (Y, ek> -

k=0 k=0

<LL’,y> - f(:r,y)

Donc f est symétrique. Soient x,y,z € F. Alors :
n+1

f()\z—i—y,z) = <)\-’E+y,€k> <Z?ek> - <)‘1:+yaz>

NE

B
Il

0
n+1

Az, 2) + (y, 2))

Il
NE

()‘ <£L’, ek> + <ya 6k>) <Z> ek> -

Z x,ex) (z,ex) +1<l‘ z>>+<z<y,€k><z €k>—n:;1<yvz>>

k=0
= )\f(iE,Z) + f(yaz)
Ainsi, f est linéaire a gauche, et étant déja symétrique, elle est bilinéaire symétrique.
Etant de plus & valeurs dans R, ‘ f est une forme bilinéaire symétrique. ‘

=
Il
=]

I
>

Sii=j, alors :
n n n
2 n—l—l 2 1 4 n+1 1 n—|-1
fleie) =Y (e er)” — —— leill :ZEH\%‘H - :Zerl— -
k=0 k=0 k=0
k#i k#i

Et pour i # j :

Flenes) = Y (oo en) (e en) = " (einey)

k=0

LA | n—+1
=> 3+ leireg) {ejse5) + (eiyeq) {eirej) + — 5=
iy

n—1 1 1 n+1 n—1—-2n+n+1
o2 _ﬁ_ﬁ—i_ n2 n2

Il s’agit de montrer que pour tout (z,y) € F' x F, f(z,y) = 0.
Soient donc x = 37 zie; et y = 37 yje; deux éléments de F. Par bilinéarité de f, il
vient

n n
=f (;xiei,;yjej) sz’cly] el,e] =0.

i=1j5=1 -0

Et donc, pour tous x,y € F :

Faa) = 06| 3 (@) e = "o,

k=0

(d) En prenant y = = dans ’égalité précédemment obtenue, il vient :

" n—+1 n L
2 2
) M - b - ) .
> e (o) = S (o) ol = 55 3 (e
- =||z|? —




