ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

—— DM5
Correction du devoir maison (EM Lyon
2017)

Partie I : Premieres propriétés de la fonction H

1. Soit € I fixé. Posons f, : t m = ¢ l(+#) gur R*. La fonction f, est 4°
(et méme €*°) sur R, comme composée de fonctions qui le sont. L’intégrale est donc
généralisée en +o00. De plus :

1 1 27 t2 \* 1\ —xln(1+i)
o ~ tzﬁcar7:<7) = =e 2/ — 1.
oo

27 ] e — A\ s trfoo

« o > 0 pour tout z € I et t > 0.

+oo ]
. / 2 dt converge car c’est une intégrale de Riemann en 400 d’exposant 2z > 1.
1

dt converge. Ainsi | H est définie sur 1. |

p i e
ar comparalsorn, _—
P /1 (1+t2)

2. Soit 3 <z < y. Pour tout ¢t € Ry, In(14¢%) > 0, de sorte que —y In(14+¢?) < —z In(1+¢2).
En composant par exponentielle qui est croissante sur R, e yIn(1+£%) < g-wIn(l+t%)

Integrons de 0 & +o0o. On obtient par croissance de l'intégrale (tout converge d’apres la
question précédente) :

H(y) = /0+°° (1dt < /Om (11dt — H(z).

1+ t2)v + 12)2

Donc | H est décroissante sur I.]

3. (a) Soit A > 0, calculons :

A |
/0 mdt = [Arctan(t)]; = Arctan(A) — Arctan(0) = Arctan(A) Pand

l\D\>l

Dot I'égalité [ H(1) = .

(b) Soit n € N* et soit A > 0. Effectuons une intégration par parties sur le segment

[0, A].
1
T e 1
N\
n J
mEp et

Les fonctions t — ¢ et t +— ﬁ sont de classe € sur R,.. Par intégration par

142
parties sur le segment [0, A] :

A1 —2nt? A A2+1)—-1
S [ dt= o [Py,
/0 (1+¢2)n [(1 +t2 ] (1 +t2 ntl (1+ A2)n L (1 + ¢2)n+1
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i A, _1 B . N
Puisque AT 4 T, AT Ajroo 0 car 2n — 1 > 0, on obtient par passage a la

limite (toutes les autres intégrales en jeu convergent) :

400 1

On obtient donc : |H(n) =2n(H(n) — H(n + 1)).

D’ou en isolant H(n 4 1) dans I'expression précédente :

H(n+1)=22H(n)|

(¢) On peut procéder avec une boucle for :

1 |import numpy as np

3 |n = int(input('Entrer un entier n'))
4+ |[H = np.pi/2
5 |for k in range(2,n+1):

6 H = (2%k-1)*H/(2%k)
7 |print (H)
(d) Posons pour tout n € N* la propriété 2 (n) : « H(n) = —2=2
22n—1 ((n—l)!)
0)!
Init. Pour n =1, u _T_ H(1). D’otu la propriété &, vraie.

2
91 (m) 2

Hér. Soit n € N*, et supposons &, vraie. Calculons :
2n — 1 2. 2n —1 2n — 2)!
n2 H(n) P n2 " (2n —2)I7 :
" T g ((n - 1)!)
2n—1 2n (2n —2)!I7
o % n x 2
ot ((n 1)
2n+1)=2)lr (2(n+1) —2)Ix
2 = 2°
g2t (n') 92(n+1)-1 <((n 1) - 1)!)

Par principe de récurrence, ‘la propriété &2, est vraie pour tout n € N*,

Hn+1)=

D’ou &, 41 vraie.

Partie II : Etude de H(z) lorsque z tend vers :

eu —Uu

e
4. (a) La fonction ¢ : u — ———— est continue sur R en tant que composée de telles
fonctions. Elle est dérivable sur R pour les mémes raisons, et :
et fe

Vu € R, ¢'(u) = —y > 0.
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Donc ¢ est strictement croissante sur R, et lim, 1. ¢(u) = £o00. Par le théoréme

de la bijection, ‘(p réalise une bijection de R sur R. ‘

Comme ¢(0) =0 et lim(go) = +o0, il vient | p~1(0) =0 et lim ¢~ !(t) = +oo.

t——+o0

Remarque. La fonction ¢ est communément appelée fonction sinus hyperbolique,
et sa dérivée ¢ la fonction cosinus hyperbolique.

Le changement de variable t = p(u) est de classe ¢! et strictement croissante
sur ]0,4o00[. Il est donc licite. Lorsque t : 0 — 400, u : 0 — +o00. Calculons
dt = ¢'(u)du = ©2"du. Par le théoreme de changement de variable, I'intégrale

+o00 1
/ ————dt est de méme nature que :
o (1+12)

/+°° 1 et + e*“d /+°° 4= e + e*“d
U = U
0 (14 @(u)?)® 2 0 (44 e — 24 e 2u) 2

“+00 433 eu + efu
= / du
0 (62u + 2+ e—?u)m 2

400 4:): u —u
_ / e’ +e du
o (e

+ e—u)Qa: 2
47 oo 1
= ——du.
2 Jo (eu + efu)Qasfl
+o00 1
Puisqu’on sait que / m dt converge, ces deux intégrales sont donc conver-
0
gentes, et :
veel, H@) —— [~ ! d
x xr)=— u.
’ 2 Jo (eu + e—u)?x—l

Pour tout u € [0; 400, e* < e* 4+ e car 0 < e . Et puisque u est positif, —u < u
et donc e < e". D’ou les inégalités :

‘0<e“§e“—|—e_“§2e“

La fonction inverse étant décroissante sur R*, on obtient pour tout u € [0;4o00] :

1 1 _
0< e "< —— <e™
2 el + e~ ¥

Soit x > % Puisque 2z — 1 > 0, la fonction ¢ ~— t2*~! = e(2#=1)In() egt croissante sur
R%, d’ot :

—u(2x—1)
2z—1 — u —u)2z—1 — :
2 (et + e u)

0<

En multipliant par % > 0, et par croissance de l'intégrale, en notant que toutes les

+oo
intégrales convergent (I'intégrale usuelle / e~*=1qy converge car 2z — 1 > 0),
0

on obtient :

1 too +oo 1 +00
—u(2z—1) du < / du < / —u(2z—1) du.
92z—1 /0 ¢ U= 0 (eu + efu>2x71 U= 0 € u

[ e—u(2x—1) ‘|A e—A(Q;B—l) -1 1

A
Calculons : / e 2r=1)qq = m =

= = :
0 0 —(2rx—1) A-to0 2z —1

3
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Par conséquent :

4* 1 1 4* 1
i = < H < —
ar -1 2w—1 - HW S5
D’ou I'inégalité voulue :
Vo el < H(z) € ——
x r) < ——.
’ —1- =202z — 1)
6. Puisque lim e 1 +00, il suit que | lim H (x) existe et vaut 400 | par théoreme

de comparaison.

En multipliant les inégalités de la question précédente par 2x — 1 > 0, on obtient :

1<(2z—-1)H(z) < 4;

T In(4) o o2z 1n(2)

4
Commej— 5 =

¢

1, le théoreme des gendarmes implique que lim (2z—
z—(5)" a—d)t

1)H (x) existe et vaut 1, ce qui se récrit :

N|=

1
H ~ .
(@) ()t 2 —1

Partie III : Etude de H(z) lorsque z tend vers +oco

7. (a) Posons h : t € [0,1] — In(1 +t). La fonction h est de classe €* sur [0, 1] comme
composée de fonctions qui le sont.

Soit u €]0, 1] fixé. Par I’égalité des accroissements finis sur [0, u] C [0, 1], il existe un
réel ¢ €]0, u[ tel que
u

h(u) —h(0) =1 (c) x u= o

1
1+c¢

Comme de plus = < (puisque ¢ €]0, 1), il suit :

N[ —

In(1+u) > g

Notons que cette égalité est aussi vérifiée pour u = 0, puisqu’alors In(14+u) =0 =

t
Remarque. On aurait également pu étudier la fonction ¢ : ¢ +— In(1 +¢) — 2 et

VS

montrer qu’elle est positive sur [0, 1].

(b) Méthode 1 : a I’aide de la densité de la loi normale.

On rappelle que pour p € R, o > 0, une densité de loi A (1, 0?) est :

f(t): 1 e*%(t%ﬁ

oV 2

- 2
D’oit ici en posant p = 0,02 = %, on obtient :  f(t) = el

51
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+oo
Comme / f(t)dt converge et vaut 1, on en déduit que / e " 2q¢ converge

2m 2m
aussi et vaut (/ —. Par parité de f, / e "2t converge et Vaut — X \/ ,/
x 0

Méthode 2 : par changement de variable affine.
Effectuons le changement de variable affine (donc licite) u = y/zt. Par théoréme de

+oo
changement de variable, 'intégrale / e /2 4t est de méme nature que :
0

+oo w2 du 1 +oo 2
/2 27 —u?/2
e e du.

On reconnait ici une intégrale de Gauss qui converge et dont la valeur est —V22” (en

—xt?/2

+o00
utilisant la parité et le résultat rappelé dans I’énoncé). Ainsi, / e dt converge
0

T
et vaut —— —.

2\/_ 2z

Soient x € I et t € [0,1]. En appliquant la question 7.(a) avec t? € [0,1] :

1

< —x In(1+t2) < €_It2/2.
T (L+t?)" B

=€

Par croissance de l'intégrale (tout converge car ce sont des intégrales de fonctions
continues sur un segment) :

Og/ dt</ —at /2dt</ —t /th+/ o2 = | L
(1+ 2z

Soient x € I et t > 1. Alors

0<t’<14+t* = 0< L 1 o<t 1
1+t2—t2 —(1+t2)x—t2x
car la fonction u +— u” est croissante sur R;. En intégrant sur [1, 400 (possible
car toutes les intégrales convergent, notamment l'intégrale de Riemann d’exposant
2z > 1), on obtient par croissance de 'intégrale :

+oo 1 too ] 1
0< / . _a< / —qt = .
1 (1412 1t 2r — 1

Ainsi :
veel,o< [ d !
rel, 0< / ——__dt< .
— NS (14t T 21
Puisque /- j 0 et 74 j 0, on obtient par théoreme des gendarmes que
+00 1 1 1
lim ————dtet lim ————dt existent et valent 0. D’ou par somme

z=too )1 (1 +12)” r—too Jo (14 t2)"
de limites et relation de Chasles pour les intégrales convergentes :

+o0 1
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8.

9.

(a) Soit n € N*. Alors :

Upi1 — Up = In (H(n—i— 1)) +

Avec la question 3.(b)

A T’aide du développement limité In(1+u) =, U= “72+0(u2) (possible car N 0),
u—>

n—-+oo
on obtient :

1 1+1<1 1>+ (1)_ 3+(1>
Unt1 = Un 2o o2n  8n? 2 \n 2n? © n2)  8n? © n2/’

Ainsi, |u —u, ~ —=5_
) n+1 n nes+oo 8n2

(b) Effectuons un théoréme de comparaison.
3
o Upyr — U, ~  —
n+1 no T 8n2

. i>0pourtoutn€N*
o la série de Riemann Z converge avec o = 2 > 1.

Par théoreme de comparaison, |la série 3" (u,41 — u,) converge.

(c) Par définition, une série converge si, et seulement si, la suite de ses sommes partielles
converge. Or, pour tout N € N* :

N—1
Z Upi1 — = uy — uy par télescopage.
La série étant convergente d’apres la question précédente, la suite (u,) converge

vers une limite finie qu’on notera a. Par composition par la fonction exponen-
tielle continue sur R, la suite (e*") converge vers K = e* > 0. Et puisque e'r =

emHm+EF nV/n, il suit que H, \/_ K avec K non nul, ce qui se récrit
“+oo
encore :
K
Ho) e T

Puisque 1 < |z| <z < |z + 1 pour tout > 1, on obtient par décroissance de H :
H([z]+1) < H(z) < H(|z]).

.. v lz] .
Multiplions par ~5—= >0 :

On obtient :

E
+
—

=

Etudions les termes aux extrémités des inégalités :
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alors @H(M) — L

Do
T—+00 \/m’ r—r+00

« pour le terme de gauche, on a déja L;E(HIH(M +1) 7., 1 encore a laide de

 pour le terme de droite, puisque H(|z

I’équivalent obtenu a la question précédente. De plus :

lz] 1
N+ 1 T & oot

/i,
K

Par théoreme des gendarmes, lim x) existe et vaut 1, et donc :

r—r+00
K
H(z) ~ .
T—r+00 /LxJ
~ : x|zl lz]+1 ;
Notons enfin que z ets |z | puisque 1 < 2] < - et que m_:r)w 1. On obtient
finalement :
K

~ =
T—r+00 \/5




