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Mardi 7 mai 2013, de 8 h. 4 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans lappréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calcuis.

Ils re doivent faire usege diaucun document : Putilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule f'utilisation dune régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble £tre une erreur d'énonce, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et & valeurs réelles.

L’abjectif du probléme est d’introduire une famille de lois de probabilité diserétes, dites lois de Poisson mélangées,
qui jouent un réle important en mathématigue de l'assurance, car elles permettent de modéliser le nombre
d'apparitions d’événements al€atoires provenant de sources hétérogénes.

Partie 1. Polynémes factoriels ascendants et lois binomiales négatives

n

Pour tout réel r et tout entier naturel n, on pose : 257> = H(z +k-1) sin21
k=1
1 sin=10

On associe aux fonctions polynomiales  — <", les polyndmes X<"> (n € N) de R[X], dits polynémes
factoriels ascendants.

1.a) Vérifier les égalités : X? = X <> — X<1> gt X3 = X<3> _ 3x<2> 4 x<I>
b} Exprimer X* comme combinaison linéaire des polynomes X <4>, X <3> X <2> ot X <1,
c) Justifier plus généralement que les polynodmes X™(n € N} de la base canonique de R[X] sont tous des
combinaisons linéaires de polyndmes factoriels ascendants.
2. Soit {r, 3} un couple de réels et n un entier naturel.
a) Exprimer r<"*!> en fonction de »<">.
b) En déduire pour tout k € [0, n], la relation : (r + 5+ n) r<k> g<n—k> = p<hHI> g<n—k> g (<> g<n—khl>
~ (n
¢) Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a : {r + 8)<"> = z ( )r<k> g<nk>

k=0 k
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3. Dans cette question, r est un réel strictement positif et x est un réel fixé de )0, 1{. Pour tout n € N, on pose :

p<n+l> pntl p<nH1> 02 L g\ P 1
Up = =77 et R.= / dt .
ni(1 - z)™+ al Jo \1-t/ (1-#r+

Upn 43
Up

a) Calculer lim
n—=+00

. 1 n
b) En déduire ’existence d’un entier naturel N tel que pour tout n € N, on ait : un4n < uN( -; :::) .

¢) Quelle est la limite de la suite (t,)nen ?
d) A Daide d’une formule de Taylor que l'on citera avec ses hypothéses, justifier pour tout n € N, 'égalité :

" a<k>

_ T
(1-2)" =3 —2* + Rn.
k=0
=1 NP
e) Montrer que pour tout t € [0,z],ona:0< i; : € z. En déduire pour tout n € N, l'inégalité : R, < u,.
<np>
f) Déduire des résultats précédents que la série de terme général o =" est convergente et que :
XX pen> n 1
T = o
— nl -2
I L<k>
4. Vérifier que pour tout couple (r,p) de réels tels que r >0et 0<p<l,ona: Z T pPl-p)*=1
k=0

Dans toute la suite du probléme, on dit qu’une variable aléatoire X définie sur (Q, A, P) d valeurs dans N suit
la loi binomiale négative de paramétres r (r > 0) et p (0 < p < 1), ¢i pour toul entier naturel k, on a :

<k>
P(X =H)="7

r

p"(1 — p)*. Cette loi est notée BN(r,p).

5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi BN{r, p).
n
a) Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Montrer que la variable aléatoire X,, définie par X, = H (X —-k+1)
k=1

1 _ n
admet une espérance égale & r<"> (——-E) ;
P

b) En déduire que X admet des moments de tous ordres. Calculer 'espérance et la variance de X.
6. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois BN (r, p) et BN (s, p), respectivement.
On pose : Z = X + Y. Montrer que Z suit la loi BN(r + s, p}.

Partie I1. Inégalités stochastiques

Soit X et ¥ deux variables aléatoires définies sur (Q, 4, P). On dit que X est stochastiquement inférieure ¢ Y

lorsque pour tout réel x, on a: P({X > z]) <-P([Y > z)).

7. Montrer que si les deux variables aléatoires X et Y vérifient pour tout w € § Pinégalité X(w) < Y{w),
alors X est stochastiquernent inférieure 2 Y.

8. On suppose que X suit la loi normale d’espérance égale & —1 et de variance égale & 1, que Y suit la loi
normale d'espérance égale A 1 et de variance égale 4 1 et que X et Y sont indépendantes.
a) Exprimer P({X > 0]N[Y < 0}) & I'aide de la fonction de répartition & de la loi normale centrée réduite.
b) Montrer que X est stochastiquement inférieure 4 Y.
¢) A-t-on pour tout w € Q, P'inégalité X(w) < Y(w)?
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Cubes uniquement

9. On suppose que X et Y sont discrétes A valeurs dans N. Montrer que X est stochastiquement inférieure 4 Y
si et seulement si, pour tout k € N, on a : P([X < k]) > P([Y < ¥]).

10. Soit # et A deux réels vérifiant 0 < @ < A, et soit X et Z deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement la loi de Poisson de parameétre 8 et la loi de Poisson de paramétre A — 6.
a) Rappeler la loi de X + Z en citant précisément le résultat de cours utilisé.
b} Seit ¥ une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A. Montrer que X est stochastiquement
inférieure 4 Y.

k

i
11. Pour tout k& € N et pour tout réel t > 0, on pose : F(¢, k) = Z—_'e“.
j=0 v’
a_) Ecnre en :;,{A. "u}b ML éﬁ”:af- o :_\:\*‘3 ‘?C{,(«f:{ L’Z § (@17 V] ?{l\"-‘f‘ g}“ Cﬁ;» ("j;\ LL&L\QJE\ %*{ ?'! k
\ 4 i i

g

b) Etablir pour tout k € N et pour tout réel 8 €]0, 1], I'existence d’un unique réel strictement positif M{8, k)
vérifiant I’égalité suivante : F(M(B, k), k) = 8.

12. Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N de fonction de répartition G.

o ; T V{w) = G(X{w) - 1)
On note V et W les deux applications de 2 dans [0, 1], définies par : Yw € Q, { W) = G(X(w))

Soit o un réel vérifiant 0 < @ < 1.
a) Justifier 'existence de L, =Min{k € N; G(k} > a} et comparer les réels o, G(L, — 1) et G(La).
b) Montrer que (W < aof et [V 2 of sont des événements. Qu’en déduit-on pour les applications V et W ?
¢) Exprimer P([W < a]) et P([V > a]) 2l'aide de G et La.
d) Soit U une variable aléatoire & densité qui suit la loi uniforme sur le segment [0, 1].
Montrer que V' est stochastiquement inférieure a4 U et que U est stochastiquement inférieure &8 W.

13. Pour n entier supérieur ou égal & 2, soit (Xy, Xs, ..., X} un n-échantillon i.i.d. (indépendant, identiquement
n

distribué) de la loi de Poisson de paramétre inconnu & > (. On pose pour tout 2 2 2 : 5, = z Xk
k=1

Les notations F' et M sont celles de la question 11.

a) Proposer un estimateur sans biais de 6.

b} Soit & un réel tel que 0 < o < 1.
A Y'aide de la question 12, établir les deux inégalités suivantes :

P({F(na,sn)<%])sg et P({F(ne,s,,-n;hg-])gg

¢) On pose: J(X1, Xz, ..., Xn) = %M( ,s,,) et 1(Xy, Xa, ..., Xn) =

n| R

1 43 .
{—;M(l—-g,&;——l) sxSn;;l.
0 518, =0

Déduire des questions précédentes que I{X, X»,..., X,) et J(X, X3,...,X,) sont les bornes d'un
intervalle de confiance de risque inférieur ou égal & e pour le paramétre inconnu 4.
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Partie IT1. Lois de Poisson mélangées

Dans cette partie, T est une variable aléatoire 4 densité dont une densité f est nulle sur R et continue sur RY.

o0
14. Justifier pour tout n € N, la convergence de l'intégrale / thet f{t) dt.
)

+00 "
15. On pose pour toutnGN:zn:/ ——e"tf(t)dt et v,,-sz
o k=0
a) Soit A un réel strictement positif et X 4 une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A.

+oa

Etablir pour tout n € N, 'encadrement suivant : 0 € 1 — o, < P{(Xa>nl)+ fl)de.
A

+00
b} Montrer que la série Z 2y st convergente et que Z =1
n20 n=0

On dit qu’une variable oléatoire X d valeurs dans N suit la loi de Poisson mélangée associde ¢ lo densité f,

+o0 ym
t
notée Py, si pour tout entier natureln, on a : P{(X = n]):/ . e~tf(t)dt.
0 21

16. La notation exp désigne la fonction exponentielle. Soit r un réel strictoment positif et p un réel vérifiant
0 < p < 1. On suppose dans cette question qu'une densité f de T est donnée par :

o=} 75 (755) oo (- 755) w0

0 sit<0
"L,) gnk ¥ ;“si\v"z.L ‘E’ )
EU Jgf 2 v *\«}Q j_();\ ,2,,3;‘ SAAI UL @ ( T':'Ev
¢) Montrer que P; est la loi binomiale négative BN (r, p),

— Ve i ﬁﬁ. aaling
T . Con dfduw e 1 LBplhomee or %} LA

17. Soit {r, p) et (s, g} deux couples de réels vérifiant 0 < r < set 0 < ¢<p < 1. Onnote Y, Z et W trois
variables aléatoires qui suivent les lois BN (r, p), BN(s,p) et BN (s, ¢), respectivement.
a) Montrer que Y est stochastiquement inférieure & Z.
b) A Paide de la question 16, en déduire gue Y est stochastiquement inférieure & W.
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