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Exercice 1
On admet que, si une suite (un)nzl converge vers £, alors on a : lim

Dans toute la suite, on considere une suite (zy,),en+ de réels positifs telle que la série de terme général
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xy converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note :

1. (a)

(b) En utilisant le résultat admis au début de ce probléme, établir que la série de terme général
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Montrer que :  Vn € N*, Zyk = — Z(n +1—id)x;
— n+1:=
n
En déduire que, pour tout n de N*, on a : Z Y = Th.
k=1

Y, converge et que : Z Yn = Z Tn-

2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul : z, = (H l‘k>

On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie :
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Z zn < e Z Ty.
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On admet que si une fonction f est concave sur un intervalle

I, alors, pour tout entier
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aturel 0 LLona: V(ay,ao,.. )e ", ) < - )
naturel n non nul, on (a1,a Zf ag) < f <nk§1ak>
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Montrer que :  Vn € N*| V(ay,aq,...,a,) € (Ry)"™, (,}_[1 ak> < ﬁ;ak'

Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, on a: z, =
L n-+1

En déduire que :  z, < Wyn

Montrer que, pour tout réel z positif, ona: In(l+z) <z
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En déduire que :  Vn € N*¥, (1 + ) <e.
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Etablir que, pour tout entier naturel n non nul, on a : '
n!

Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que :

Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élément de
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[1,n—1],on a: 1ln(k>§/ lnxdx§11n<k+1>.
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(b) Calculer I'intégrale / In z dz et en déduire que :
1/n
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(c) Déterminer lim — Z In (), puis établir que : (> ~ -
n—rfoon = n n! n—+00 N
4. On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, divergent, alors
leurs sommes partielles d’ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +o0.
Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite (z,)nen+ particuliere que
1 .
- osin € [1, NJ,

I'on note (2, (N))pen+ définie par : z,(N) =
0  sinon.
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On pose, comme a la deuxiéme question : Vn € N*, z,(N) = (H xn(N)> .
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(a) Ecrire Z Tn(N) et Z zn(N) sous forme de sommes finies.
n=1 n=1
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(b) En déduire que pim o =e
Z Zn(N)
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(c) Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que Z Zn < A Z Tn-
n=1 n=1




