——Chapitre 8

Intégrales généralisées

1 Rappels d’intégration sur un segment 2
1.1 Définitions . . . . . . . . ... ... ... ... 2
1.2 Propriétés élémentaires . . . . . . . . . .. .. 3
1.3 Sommes de Riemann . . . . . ... ... ... 3
1.4 Primitives usuelles . . . . .. ... ... ... )

2 Rappels sur les intégrales généralisées 5
2.1 Définition . . . . . .. ... ... 5
2.2 Reste d’une intégrale généralisée convergente 8
2.3 Propriétés élémentaires . . . . . . ... .. .. 8
2.4 Intégrales de référence . . . . . .. ... ... 9
2.5 Théorémes de comparaison . . . . . ... .. 9
2.6 Intégrales absolument convergentes . . . . . . 11

3 Techniques de calcul d’intégrales généralisées 12

3.1 Intégration par parties . . . . . . .. ... .. 12
3.2 Changement de variable . . . .. .. .. ... 13
4 La fonction gamma I’ 16

Compétences attendues.
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1 Rappels d’intégration sur un segment
1.1 Définitions
Définition.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F
dérivable sur I telle que F' = f.

— Propriété 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
e f admet une primitive sur I.

e Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors il existe ¢ € R tel que :

Veel, F(z)=G(z)+ec

Définition.

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soit (a,b) € I? tel que a < b. Si F est
une primitive de f, on pose :

[ st =(reyt = #6) - Fla).

Cette quantité est indépendante de la primitive de f choisie. On l'appelle l’intégrale de f sur le
segment [a, b].

Théoréme 2 (Théoréme fondamental de l’analyse)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit a € I. Alors 'application
X
F:zw— / f@t)de
a

est de classe €' sur I, et c’est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

dt
t1n(t)

$2
Exercice. Montrer que la fonction G : = €]1, +o00[ +— / est de classe €1, et calculer G'(z)
T

pour tout z €]1, +00[. Que peut-on en conclure ?
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1.2 Propriétés élémentaires

Lycée Louis Pergaud

Nowm

HYPOTHESES

CONCLUSION

Relation de Chasles | f est continue sur I, a,b,c €

/f ae= [ st dt+/f

Linéarité f, g continues sur [a, b] / (Mf(E) + pg(t)) dt = / f@)dt+ u/ g(t)dt
a a
ea<b b
Positivité e f continue sur [a, b] f(t)dt >0

oVt € [a,b], f() >0

a

ea<b

Croissance e f,g continues sur [a, b]

o ¥t € [a,b], F() < g(t)

Cas de nullité de ea<b
e f est continue sur [a, ]

o Vi€ o), (1) 20

lintégrale d’une
fonction continue
et positive o f

ea<b

e f est continue sur [a, D]
o Vi€ [a,b], f(t) >0

o Il existe ¢ € [a,b] tel que f(to) >0

e

& Mise en garde.

Pour le cas de nullité d’une intégrale, on prendra soin de bien citer toutes les hypotheéses :

o continuité de f sur [a,b] ;

1.3 Sommes de Riemann

Théoréme 3 (Somme de Riemann - Méthode des rectangles)

Si f est continue sur [a, b], alors :

b n—1

lim

n—-+o0o n

k=0

_aZf<a+k:b

 positivité de f sur [a, b].

a) :/abf(t)dt

Interprétation graphique. Le terme

b

et de hauteur f (a + [
n

dans les dessins ci-dessous.

) . La somme

_ h— h—
af (a + ka) est l'aire du rectangle de base

Z f ( + k:) correspond donc a 'aire en bleu
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n = 6. n = 20.
Méthode des rectangles « a gauche ».

Lorsque n tend vers +oo, cette aire tend vers ’aire sous la courbe de f entre a et b. Le théoreme des
sommes de Riemann justifie donc 'interprétation de l'intégrale comme une aire dans le cas ou f est
positive.

n

h—
a4 Z f (a + ka), qui correspond a la
k=1 "

Remarque. On a le méme résultat avec la somme

méthode des rectangles « a droite ».

Y
4
fla+%2) o
] l
X
a b
a+b_7a

Meéthode des rectangles « a droite ».

% Méthode. Calcul d’'une somme de Riemann.

En pratique, on pourra penser a une somme de Riemann lorsque la suite (uy) considérée est
une somme finie de n termes et que le terme général de cette somme dépend également de n.

1
On mettra alors — en facteur de la somme, et il s’agira d’identifier une fonction f telle que
n

12 [k
Up = — Z f () (on prendra a =0 et b =1 dans la somme ci-dessus).
ni=" \n

n—1 1

Exercice. Calculer lim .
n—-+o0o k=0 k +n
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1.4 Primitives usuelles

HYPOTHESES FoNCTION z +— ... | PRIMITIVE x > ...
u de classe €1 sur I u'e? e
7
u de classe €' ne s’annulant pas sur [ ° In(|u])
)
1
u de classe € et strictement positive sur I u'u®, o # —1 n 1u"‘+1
Q
FONCTION x +— ... | PRIMITIVE = — ... DOMAINE DE VALIDITE
1
2", neN antl R
; n+41
- In(|z|) R* ou R*
1
neZn<-—2 A R* ou R*
; n+1
— 2v/x R*
NG v i
1
« R -1 a+1 R*
% ae R\ {-1} ot o
e’ e’ R
sin(x) —cos(x) R
cos(z) sin(z) R
tanl(m) —In(] cos(z)|) | =5+ km, 5+ kn[, ke Z
522 arctan(z) R
1
m, a>0 a arctan (%) R
In(x) zln(zr) —x R%

2 Rappels sur les intégrales généralisées

2.1 Définition
Définition.

€T
Soit f une fonction continue sur [a,b], a € R, b € RU {+o0}. Si lim / f(t) dt converge, on dit

que Vintégrale généralisée (ou impropre) / f(t) dt converge, et on note :

[ swae= i [

Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale généralisée est divergente.

La nature d’une intégrale généralisée est son caractere convergent ou divergent.

Exercice. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

/+oo dt
/ sm
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& Mise en garde.
t—+o00

/+Oo f(t)dt converge =  lim f(t) =0.

Il se peut en effet que cette intégrale converge sans que f admette de limite en +oo. Il n’y a
donc pas pour les intégrales généralisées d’analogue a la divergence grossiere pour les séries.

Pour aller plus loin.

On peut néanmoins montrer que si f est continue sur [a, 400, que f admet une limite en

400
+o0 et que / f(t) dt converge, alors til?l f(t)=0.

Définition.

o On définit, de méme que précédemment, l'intégrale sur un intervalle de la forme |a,b] ou

b
a € RU{—o0} et b € R comme la limite (si elle existe) lim / f(t)dt.
z—at Jp

b
e Si f est continue sur un intervalle ]a, b[, a,b € RU{—o00, +00}, l'intégrale / f(t) dt est dite
a

convergente si pour un (et donc pour tous) ¢ €]a, b, les deux intégrales

/acf(t) dt et /be(t) dt

convergent. On pose alors :

/abf(t)dt:/acf(t)dtJr/cbf(t)dt.

Remarque. En pratique, on choisit le réel ¢ €]a, b| qui nous arrange le plus.

+oo d¢
Exercice. Déterminer la nature de / —

0oVt

— Propriété 4

Soit f une fonction continue sur [a, b avec b réel.

b
Si lirgl f(t) existe et est finie?, alors l'intégrale généralisée / f(t) dt converge.
t—b— a

“Sous ces hypotheéses, on sait alors que f est prolongeable par continuité en b. Son prolongement f est
alors continu sur le segment [a, b].
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Vocabulaire. On parle alors d’intégrale faussement généralisée (ou faussement impropre) : cela
releve en effet d’une intégrale d’une fonction continue, a savoir f, sur un segment [a, b].

& Mise en garde.
oo dt
C’est faux si b n’est pas un réel : par exemple, hm —= = 0 mais diverge.

w\f LWVt

dt.

, T sin(t
Exercice. Etudier la nature de l'intégrale / t( )
0

Plus généralement, nous pouvons étre amené a considérer des fonctions qui ne sont pas continues sur
un intervalle, mais sur un intervalle privé d’un nombre fini de points.

— Propriété 5

Considérons —oo < a =a; <az <--- < ap, =b < 400, et soit f une fonction continue sur
chacun des intervalles ]az, ai+1[, 1 <i<p-—1, a valeurs dans R.
Qit+1
On dit que l'intégrale / f(t)dt converge si chacune des intégrales / f(t)dt converge
a;

pour 1 <4 < p—1. On note alors :

/abf(t)dt:/(:Qf(t)dtJr---Jr/aaplf(t)dt

% Méthode. Etude de la nature d’une intégrale généralisée.

Pour étudier la nature d’une intégrale généralisée / f(t)dt, on procédera comme suit :

(i) on détermine précisément ot la fonction f est continue. Pour les points ou le domaine de
continuité est ouvert, il faut étudier la convergence de l'intégrale ;

(ii) on étudie 'intégrabilité de f sur tous les sous-intervalles de [a,b] contenant au plus un point
ot l'intégrale est impropre ;

(iii) Uintégrale de départ converge si TOUTES ces intégrales convergent. En cas de convergence,
b

l'intégrale / f(t)dt est égale a la somme des intégrales sur tous ces sous-intervalles.
a

+o0 0 sit<0,

t)dt avec f:t € R —
f£) df avec f {e—t sit>0.

Exercice. Déterminer la nature de /
— 0
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2.2 Reste d’une intégrale généralisée convergente
Définition.
On suppose que f est une fonction continue sur I'intervalle [a, b[ (définition analogue sur ]a, b]) et que

Iintégrale / f(t)dt, généralisée en b, converge.
a

b b
On appelle reste de l'intégrale généralisée / f(t)dt la fonction R : z — / f)de

— Propriété 6

La fonction R est bien définie sur [a, b| et satisfait :

lim R(x) =
T—b~
Preuve.
]
2.3 Propriétés élémentaires
Nom HYPOTHESES CONCLUSION
t)dt = t)dt + t)dit
Relation de Chasles | Toutes les intégrales en jeu convergent / 1® / 1® f( )
(ceRU{- i~ ,+o0})
b
b b / (Af(t) 4 pg(t)) dt converge (A, p réels)
Linéarité f@)dt et / g(t) dt convergent i b b
. - [ 0o+ ug)ae=x [ soraerp [ gl
XY - T T T T T T T T T T T T T
/ f(t) dt converge et / g(t) dt diverge / (f +g)(t)dt diverge
a a a
ea<b
oVt e a,b], f(t) >0 b
Positivité b ft)ydt>0
0/ f(t)dt converge a
ea<b
o Vi€ | ab[f()<g(t) b b
Crroissance / f)de S/ g(t)dt
/ f(t)dt et / g(t) dt convergent a a
Cas de nullité de ca<b .
Vintéorale d° e [ est continue sur [a, b[
intégrale d’une o Vit € [a,b], f(t) >0 _
fonction continue b b vt € [a,b], f(8) =0
et positive . /a f(t)dt converge et /a ft)dt =
ea<hb
o f est continue sur [a, b] ,
o ¥t e [0, £(t) >0
o Il existe tg € [a,b[ tel que f(tg) >0 a f()dt>0
b
o / f(t) dt converge




ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

& Mise en garde.

b b b
L’intégrale généralisée / (f+9g)(t) dt peut converger alors que / f(t)dt et / g(t) dt divergent.
a

a a
On ne peut donc pas scinder une intégrale généralisée en deux sans vérifier au
préalable que ces deux intégrales convergent.

2.4 Intégrales de référence

INTEGRALE NATURE VALEUR
+oo 1 R
En 400 : . @ dt Converge ssi a > 1 A retrouver si besoin a ’aide
§'*];)****R****b***1 ************************ d’uneprimitivedeth—a:
g nack: (t_a)adt t—Intsia=1
8 (bER, b>a) a C 3 1 1 —a+1 o
= 11 onverge ssi o < t > =yt sia#1
Cas particulier a = 0 : / —dt
o t¢
S +oo 1
= / e Mdt (AeR) Converge ssi A > 0 -
S 0 A
1 A retrouver si besoin & laide
S / In(t)dt Converge d’une primitive de ¢ — In(¢) :
~ 0 ts tin(t) —t
+o0 £2 pre
e 2 dt Converge =
I o ’
S T <2 -
)
/ e dt Converge vr
0 2
S
S +oo .
S / t'~letdt (v eR) Converge ssi v > 0 I'(v) par définition
3 0
Exemples.
1 4t +oo
. - et / — sont toutes deux divergentes.
0 1
too dt o : 3
. i est convergente (intégrale de Riemann en 400 avec o = 5 > 1).
1

1
est convergente (intégrale de Riemann en 2 avec o = 5 <1).

/3 dt
2 Jt—2

2.5 Théorémes de comparaison

— Propriété 7

b
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b[. Alors l'intégrale / f(t)dt converge si,
a

x
et seulement si, la fonction F': z +— / f(t)dt est majorée.
a

Gréace a cette propriété, on en déduit les résultats suivants, ou f et g sont deux fonctions continues
sur [a,b] :
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COMPARAISON PAR

HYPOTHESES

CONCLUSION

. /abg(t)dt

e Au voisinage de b, 0 < f(¢t) < g(t)

converge

Inégalité e Au voisinage de b, 0 < f(t) < g(¢)

. /abf(t)dt

diverge

b
/ f(t)dt converge

b
/ g(t) dt diverge

o f(t) =o(9(1))
e Au voisinage de b, g(t) > 0

b
/ f(t)dt converge

b
° / g(t) dt converge (absolument)
Négligeabilité N E
o £(t) = o{o(1)
. b
o Al; voisinage de b, g(t) > 0 / g(#) dt diverge
o / f(t) dt diverge “
o f(t)9(1) :
Equivalent e Au voisinage de b, g(t) = 0 (ou f(t) = 0) / f(t) dt converge
b a )
i / g(t) dt converge (respectivement diverge) (resp. diverge)
Remarques.

e Le réel a n’a ici aucune importance, il faut juste le choisir dans I'intervalle ou f et g sont toutes

deux continues.

e Les théoremes de comparaison s’appliquent plus généralement avec des fonctions de signe con-
stant au voisinage de b (on les applique a —f si f est négative). Pour des fonctions qui changent
constamment de signe au voisinage de b ou dont le signe est difficile & déterminer, on pensera a

étudier la convergence absolue.

Exercice. Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

too  d¢
* /0 et —1°

+o0 9
o Intégrale de Gauss/ et dt.
0

10
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2.6 Intégrales absolument convergentes

Définition.

b b
On dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge absolument lorsque 'intégrale / |f(t)| dt
converge. a a

b
Si 'intégrale généralisée / f(t) dt converge absolument, alors elle converge. De plus :
a

/ab F(b)dt

b
g/ |f(t)]dt (Inégalité triangulaire)

Preuve. La preuve est semblable au cas des séries, et laissée en exercice.

Exercice. Etudier la nature des intégrales suivantes :

o0 sin(t)
. /0 L

& Mise en garde.

La réciproque du théoréme précédent est fausse : on peut par exemple montrer que l'intégrale

0 gin (¢
/ t( )dt converge, mais ne converge pas absolument. On parle alors d’intégrale semi-
1

convergente.

11
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3 Techniques de calcul d’intégrales généralisées

3.1 Intégration par parties

— Propriété 9 (Intégration par parties)

Soient f et g deux fonctions de classe ¢! sur le segment [a,b] & valeur dans R. Alors :

/a b f'(t)g(t)dt = [f(t)g(t)]z — / ' F(t)d (t)dt.

Preuve. Il suffit de remarquer que :

[ rwawar+ [ g @ac= [ 0o+ rwgwna= [ (or©a= ]
puisque f x g est €' comme produit de fonctions qui le sont.

® Rédaction.
En pratique, on procedera a une intégration par parties en utilisant le tableau suivant :

+ | @ I
}1 fonctions €
- g/ o

Exercice. Déterminer une primitive de z +— In(x).

Exercice. Calculer I = / (t —t + 1) cost dt.
0

12
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& Mise en garde.

| On n’effectuera JAMAIS d’intégration par parties directement sur une intégrale généralisée.

% Méthode. Intégration par parties pour une intégrale généralisée.
b
Pour faire une intégration par partie pour une intégrale / f(t)dt généralisée en b :
a

(i) on commence par faire cette intégration par parties sur un segment [a,x] avec x € [a,b] ;

(ii) on fait ensuite tendre x vers b en veillant & bien justifier que toutes les limites considérées
existent.

1
Exercice. Nature et valeur éventuelle de / tIn(t) dt.
0

3.2 Changement de variable

Théoréme 10 (Changement de variable pour les intégrales généralisées)

Soit f une fonction continue sur |a, 8], —o0 < a < f < +o00. On considére une fonction
¢ :]a,b]— R.

e © est de classe €' sur |a, b],
Hypothéses : | e ¢ est strictement monotone sur |a, b|,

¢ ¢(Ja, b)) =]e, Bl.
lim o(t)

b
Alors les intégrales généralisées / f_—”’* 0 f(z)dzx et / flp(t)¢'(t) dt sont de méme na-
im a
t—at

ture, et en cas de convergence sont égales.

Remarque. Les hypothéses sont plus contraignantes que pour un changement de variable sur un
segment : en plus d’étre €1, le changement de variable doit étre strictement monotone pour étre
licite.

13
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Preuve. On fait la preuve dans le cas ol ¢ est strictement croissante (la preuve est la méme dans le

cas décroissant). On a dans ce cas lim ¢(t) = a et 1111121 ©(t) = B. Par le théoréme de la bijection, ¢
t—at t—b—

réalise une bijection de ]a, b[ dans |«, S3[.

Soit ¢ €]a, b, et soit u € [¢,b[. D’apres le théoreme de changement de variable sur un segment :

/:c dx—/f

w(u)
La fonction ¢ réalisant une bijection de |a, b[ dans |a, ], lim / f(z) dz existe si, et seulement si,

u—b— SO(C)
lim f(x) dx existe, et si c’est le cas :
A=B7 Jo(e)
B A o(u) b
/ Flz)da = lim/ Flz)de = lim/ f(z)dz = hm/ Flo (t)dt:/ Flo(6) (1) dt
o(c) A=B= Jp(e) u=b~ Jop(c) u—b c

C

f(z)dx et / flp(t)$' (t) dt sont de méme

a

e(c)
On montre de méme que les intégrales généralisées /

«
nature, et en cas de convergence sont égales.

B
Finalement, / f(z)dx et / flp(t)¢'(t)dt sont de méme nature, et en cas de convergence sont
(0% a

égales. O

Remarques.

e Les changements de variables affines (c’est-a-dire de la forme ¢(t) = mt + p, m # 0) sont licites,
rien ne sera dans ce cas a vérifier.

e Tout changement de variable non affine sera précisé dans ’énoncé. Il s’agira alors de bien vérifier
que le changement est licite, c’est-a-dire de classe €' et strictement monotone.

% Méthode. Changement de variable dans les intégrales généralisées.

Lorsqu’on effectue un changement de variable, on montre tout d’abord qu’il est licite (c’est-a-dire
€' et strictement monotone). On wveillera ensuite en effectuant le changement de variable d
modifier les trois éléments :

o la variable x = ¢(t),
o [élément différentiel dz = '(t) dt,

o les bornes de l'intégrale : sit varie entre a et b, x = p(t) varie entre lim @(t) et lim (t).
t—a™t t—b—

On étudie alors la nature de 'une ou Uautre des intégrales, avant changement de variable ou
apres.

Exercice. Déterminer la nature et la valeur éventuelle des intégrales suivantes :

“+o0o ef\/a? d \/»
° t = .
/0 7z x (poser x)

14
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(poser x = cos(t)).

/1 dz
11— 22

— Propriété 11

Soient a € RU {400} et f une fonction continue sur | — a, af.

e Si f est paire.

—a

en cas de convergence : ft)dt = 2/ f(t)dt.
—a 0

e Si f est impaire.

a
cas de convergence : f(t)dt =0.
—a

a a
Les intégrales généralisées f(t)dt et / f(t)dt sont de méme nature, et satisfont
0

a a
Les intégrales généralisées f(t)dt et / f(t) dt sont de méme nature. De plus, en
—a 0

Preuve. Dans le cas f paire, le changement de variable x = —t affine, donc licite, nous indique que

/af(t)dt et — [ feayde= [ fa)da
0 0 —a

sont de méme nature, et qu’en cas de convergence sont égales. Or la convergence de ces intégrales est
a

équivalente a la convergence de / f(t)dt, et dans ce cas :
—a

_aaf(t) dt = _Oaf(t) dt+/0af(t) dt:2/0af(t) dt.

Le cas f impaire se montre de la méme fagon.
+o0 5 +o00
Exemple. L’intégrale de Gauss / e~ " dt converge, et /

—00 —

2 Fo0 2
et dt:2/ eV dt = /7.
00 0

15
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4 La fonction gamma I'

Propriété 12

+00
L’intégrale généralisée / t""te7t dt converge si, et seulement si, v > 0.
0

Preuve.

Définition.

On appelle fonction Gamma d’Euler, et on note I, la fonction définie sur |0, +oo[ par :

% e
N I'(v) :/ t~le~tdt.
0

— Propriété 13

(1) Yv €]0, 400, T'(v + 1) = vI'(v).

AN

(2) Vne N, T'(n+1) =nl
(3) T(1/2) = V7.

Preuve.

16
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-~
Le saviez-vous ?

Leonhard Euler (1707 - 1783) est considéré comme 'un des plus grands et
des plus prolifiques mathématiciens de tous les temps. Il a travaillé dans
presque tous les domaines des mathématiques : la géométrie, le calcul
infinitésimal, la trigonométrie, I'algebre et la théorie des nombres. S’ils
étaient imprimés, ses écrits, dont beaucoup sont d’un intérét fondamen-
tal, pourraient occuper entre quarante et soixante ouvrages. Devenu
aveugle a la fin de sa vie, son état n’a eu que peu d’effet sur sa pro-
ductivité. En fait, elle augmenta méme. Ainsi avec ’aide de scribes, il
produisit en moyenne un document de mathématiques par semaine au

cours de ’année 1775 !
N

Historiquement, c’est la formule (2) qui a justifiée qu’on s’intéresse a la fonction I' : les mathémati-
ciens du 18-éme siecle cherchaient un moyen de prolonger la factorielle, a priori définie uniquement
pour les nombres entiers, a tous les réels positifs. Euler proposa la fonction I' en 1729. Premiéere
fonction définie a ’aide d’une intégrale, elle se révéla extrémement féconde.

Leonhard Euler (i7or - 1783)

~

J
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Représentation graphique.

A

\

Courbe représentative de la fonction I

Remarque. On sait que e” = o(n!). Une étude plus poussée de la fonction I" nous permettrait de
montrer que :
e = o([(x)).

T—+00

Autrement dit, la fonction I' tend vers 400 « plus vite » que la fonction exponentielle.
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