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1 Applications linéaires

Dans toute la suite, E et F' désigneront des R-espaces vectoriels.

1.1 Définitions
Béﬁnition.

Une application f : E — F est dite linéaire si elle satisfait :

Vo) R V(z,y) € B, fA-z+p-y) =X flx)+p-f(y)

On notera .Z(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

Remarque. Notons que f(0g) = f(0-0g) = 0- f(0g) = Op. L’image du vecteur nul O par une
application linéaire est donc le vecteur nul Op.

Exemples.

e Idg est linéaire. Plus généralement, toute homothétie, c’est-a-dire toute application de la forme
A - Idg, est linéaire.

o La transposition ¢ : #,(R) — #,(R), A— 'A est linéaire.
o L’application f, : Rlz] = R, P~ P(a) d’évaluation en a € R d’un polynéme est linéaire.

o La dérivation D : €*(R,R) — €°(R,R) définie par D(f) = f’ est linéaire.

 L’intégration I : €°(R,R) — €' (R, R) définie par I(f) : x > / f(t)dt est linéaire.
0

% Méthode. Comment montrer qu’une application est linéaire 7

Pour montrer qu’une application f : EE — F est linéaire, on reviendra a la définition. On rédigera
ainst :

Pour tout (\, 1) € R2, pour tout (u,v) € E?, calculons :

FOvuA4p-v) = LA fu) +p- fv).

Exercice. Montrer que I'application f : R?* — R3 définie pour tout (z,y,z) € R? par f((z,y,2)) =
(x —y,y — 2,z — x) est linéaire.

& Mise en garde.

Dire qu'une application est « stable par combinaisons linéaires » ne veut rien dire. Un sous-espace
vectoriel est stable par combinaisons linéaires, une application linéaire est juste... linéaire !
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— Propriété 1

o Z(E,F) est un R-espace vectoriel.
e Sife X(E,F)etge L(F,G),alors go f € Z(E,G).

Définition.
Soit f e Z(E,F).

e Si E = F, on dit que f est un endomorphisme, et on notera .Z(E) = £ (E, E) 'ensemble
des endomorphismes de F.

e Si FF =R, on dit que f est une forme linéaire.

Exemples.

e Les applications Idg, transposition et f définies précédemment sont des endomorphismes de F,
Mp(R) et R? respectivement.

o L’application d’évaluation f, : R[x] — R est une forme linéaire sur R[z].

« L’application trace Tr : .#,(R) — R est une forme linéaire sur .#,(R).

p
Le saviez-vous ?

Le mathématicien italien Giuseppe Peano (isss - 1932) est le premier & donner, en 1888, une définition
satisfaisante d’un espace vectoriel, ceci a partir des travaux de Grassman. Il introduit les applications
linéaires et montre que cette théorie ne se réduit pas a la dimension finie en citant ’exemple des
polynomes.

On le connait aujourd’hui avant tout pour sa fameuse courbe remplissant un carré : une fonction
continue définie sur le segment [0, 1] et surjective sur le carré [0, 1] x [0, 1]. Mais Peano est aussi l'un
des pionniers de la méthode axiomatique moderne : il introduit les entiers naturels a I'aide d’axiomes,
c’est-a-dire de propositions non démontrées utilisées comme point de départ de 'arithmétique. On
lui doit également les symboles N, U, € ou 3 qu’il introduit dans son Formulaire mathématique de
\1895.

J/

1.2 Noyaux, images
Soit f : E— F une application linéaire.
Définition.

On appelle noyau de f, et on note Ker(f), 'ensemble :

Ker(f)={z € E, f(x) =0r}.

— Propriété 2

o Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

o f est injective si, et seulement si, Ker(f) = {0g}.
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% Méthode. Calcul du noyau d’une application linéaire.

Pour déterminer le noyau d’une application linéaire, on revient d la définition. On rédigera
comme suit :

Soit x € E. Alors :  z € Ker(f) & f(z)=0r <

On sera alors amené a résoudre un systéme linéaire dont ’ensemble des solutions est Ker(f).

Exercice. Déterminer le noyau de f: (z,y,2) — (z —y,y — 2,2 — x).

Définition.

On appelle image de f, et on note Im(f), 'ensemble :

Im(f)={f(z), z€ E}={yeF, Iz cE : f(x)=y}

— Propriété 3

o Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

o f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

1.3 Image d’une base par une application linéaire

Soit & = (e1,...,e,) une base de E, et % = (x1,...,x,) une famille de vecteurs de F'.

11 existe une unique application linéaire f : £ — F telle que f(e;) = x; pour tout 1 <i < n.

De plus :
e f est injective si, et seulement si, . est libre.
e f est surjective si, et seulement si, % est génératrice.

o [ est bijective si, et seulement si, % est une base.

— Corollaire 5

e Une application linéaire est uniquement déterminée par 'image d’une base.

o Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.
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— Corollaire 6

Soit f : E — F une application linéaire. On suppose E de dimension finie, et on note
P = (e1,...,e,) une base de E. Alors Im(f) est de dimension finie, et :

Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)).

Preuve.

1.4 Rang d’une application linéaire

Définition.
On suppose E de dimension finie, et soit f € Z(F, F). On appelle rang de f, et on note rg(f),
I’entier :
rg(f) = dim(Im(f)).
Remarque. Si # = (ey,...,e,) est une base de E, alors le rang de f est le rang de la famille de

vecteurs .# = (f(e1),..., f(en))-

Théoréme 7 (du rang)
Soit f € Z(F,F), E supposé de dimension finie. Alors :

dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

& Mise en garde.
| Attention, il s’agit d’'une égalité de dimension. En général, on n’a pas F = Ker(f) @ Im(f).

Exercice. Déterminer le rang et 'image de f : (z,y,2) — (r —y,y — 2,2 — T).
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Propriété 8

Soit E' de dimension finie, et ¢ : F — R une forme linéaire non nulle. Alors Ker(y) est un
hyperplan de E (c’est-a-dire un sous-espace de dimension dim(E) — 1).

Preuve.

Pour plus de détails sur les liens entre formes linéaires et hyperplans,

IF" Complément de cours 2. Formes linéaires et hyperplans.

— Corollaire 9

On suppose que E et F sont de méme dimension finie, et soit f € L(FE,F). Ily a
équivalence entre :

(1) f est bijective ; (2) f est injective ; (3) f est surjective.

& Mise en garde.

Attention & bien préciser que dim(E) = dim(F') avant d’utiliser ce résultat. C’est en particulier
faux en dimension infinie : on peut montrer par exemple que la dérivation
D:fcE'R,R)— f € €°%R,R) est surjective mais pas injective.

Preuve. Tout d’abord, on a par définition que (1) = (2) et (1) = (3).
Montrons (2) = (1) : f étant injective, Ker(f) est réduit & {Og} et donc dimKer(f) = 0. Par le

théoreme du rang, on obtient :

dim(F) = dim Ker(f) + rg(/) = re(/)
Ainsi dimIm(f) = dim(E) = dim(F) et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'. Donc Im(f) = F et
f est surjective. Etant injective également, elle est bijective.
On montre de maniere analogue que (3) = (1). O

Exercice. Soit f € .Z(R3) définie par f((z,y,2)) = (=22 —y + 2z, —3x — 2y + 2z, —2x). Montrer que
f est bijective.
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1.5 Isomorphismes

Définition.

Lycée Louis Pergaud

On dit qu’une application f : E — F est un isomorphisme si f est linéaire et bijective.
Si de plus E = F, on dit que f est un automorphisme de E.

— Propriété 10

f~leZ(FE).

Soit f : E — F un isomorphisme. Notons f~! : F' — FE sa bijection réciproque. Alors

— Propriété 11

équivalence entre :
(1) f est bijective ;

Et dans ce cas, f~' =g = h.

On suppose que E et F' sont de méme dimension finie, et soit f € Z(F,F). Ily a

(2) 3g€ L(F.E), gof =1dg ;

(3) 3he L(F,E), foh=1dp.

& Mise en garde.

Attention ici aussi a bien dire que dim(F) = dim(F).

En particulier, c’est encore faux en

X
dimension infinie : par exemple pour D la dérivation et I : f € €°(R,R) — (;U — / f(t) dt) €
0

¢'(R,R), on remarque que D o[ = Idgor k). Pourtant il est facile de voir que D n’est pas

injective et que I n’est pas surjective.

— Propriété 12

I’application :

s : x = Mg(z)

est un isomorphisme.

On suppose que E est de dimension finie n, et soit & = (e, ...

E — h1(R)

,€n) une base de E. Alors

Preuve.
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Propriété 13

On suppose E et F' de dimension finie. Alors il existe un isomorphisme f : E — F si, et
seulement si, dim(F) = dim(F).

Preuve. Supposons que dim(E) = dim(F) = n, et soient B, HBr des bases de E et F. D’apres la
propriété précédente, les applications

Sp, B — Myi(R) et @y, F — M, 1(R)

sont des isomorphismes. D’ou par composition,

—1 Q5 q:';Bl
®y, 0Pz, E —5 M1 (R) —5 F
est un isomorphisme de E sur F'. Donc E et F' sont bien isomorphes.
Réciproquement, s’il existe un isomorphisme f : £ — F', alors

dim(F) = dim Ker(f) + dim Im(f) = 0 4 dim F' = dim(F).

1.6 Projecteurs

Définition.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Pour tout z € E, il existe donc
un unique couple (z,y) € F x G tel que z = x + y.

o Le vecteur z est appelé la projection de z sur F parallélement a G, et noté p(z).

o L’application p : E — E ainsi définie est appelée le projecteur sur F' parallélement a G

Illustration graphique. Pour projeter z sur F', on trace la parallele a G passant par I'extrémité de
z. La projection « de z sur F' est donnée par l'intersection de cette parallele a G avec F'.

Projection sur F' parallélement o G.

Exemple. Notre ombre est la projection de notre silhouette sur le sol parallelement aux rayons du
soleil.
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Exemple. Déterminer graphiquement la projection de z sur F' parallelement & G dans les cas suivants.

G

G

G

— Propriété 14

(1) p est linéaire.

(2) pop=p.

(3) Ker(p) = G et Im(p) = F = Ker(p — Idg). Ainsi :

Yye G, ply)=0g et VxeF, pzr)=m=x.

Preuve.
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Remarque. Si p est le projecteur sur F' parallelement a G, alors ¢ = Idg — p est le projecteur sur G
parallelement a F. En effet, si z € E, alors en notant (z,y) € F X G tels que z = z + y, on remarque
que :

q(z) =z—pz)=z+y—z=y.
De plus, pog=po(Idg —p) =p—p* = 04(E), et de méme g o p = 0y (). On retiendra donc :

ptqg=Idg et pog=qop=_0gmp).

On dit que p et g sont les projecteurs associés a la décomposition E = F @ G.

Projecteurs associés da la décomposition E = F & G.

— Propriété 15

Soit p € Z(FE). Alors :
<§ p est un projecteur & pop=np.

Plus précisément, £ = Im(p) @ Ker(p) et p est le projecteur sur Im(p) parallelement a
Ker(p).

Preuve. On a déja montré I'implication =. Montrons la réciproque. Pour cela, commencons par
montrer que E = Ker(p) @ Im(p).

Analyse. Soit z € E, on cherche (z,y) € Ker(p) x Im(p) tel que z =z + y.
Puisque y € Im(p), il existe t € E tel que y = p(t). On obtient en composant par p :

p(z) =p(x) +p(y) = p(y) = pop(t) =p(t) =y.
Ainsi, y = p(2) et x = z — p(2).
Synthése. Soit z € E, posons y = p(z) et x = z — p(z). Montrons que :
z=x+y, xz€Ker(p) et yelm(p).
Tout est clair, sauf peut-étre x € Ker(p) :
p(z) = p(z = p(z)) = p(z) —pop(z) = Op.

Conclusion. Pour tout z € E, il existe un unique couple (z,y) € Ker(p) x Im(p) tel que z = x + y, ce qui se
traduit par £ = Ker(p) @ Im(p).

Soit z € E. Ecrivons z = p(z) + (2 — p(2)). Si ¢ est le projecteur sur Im(p) parallelement a Ker(p),
S~~~ N——

€Im(p) €Ker(p)
alors q(z) = p(z). Ainsi g = p, c’est-a-dire p est le projecteur sur Im(p) parallelement & Ker(p). O

10
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Définition.
Soient F' et G des sous-espaces supplémentaires de E, et soit p et g les projecteurs associés. On
appelle symétrie par rapport a F dans la direction de G 'endomorphisme s = p — ¢ = Idg — 2q.

Pour une étude des propriétés d’une symétrie vectorielle,

I Complément de cours 3. Symétries vectorielles.

2 Matrices et applications linéaires

2.1 Matrice d’une application linéaire

Définition.

N Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie p et n, # = (ey1,...,ep) une base de E,
¢ = (f1,-..,fn) une base de F et f € L(E,F).

On appelle matrice de f dans les bases % et €, notée Mg «(f), la matrice (ai,j)llggp € MnpR)

<j<n
ou pour tout j € [1,n], la j-éme colonne contient les coordonnées de f(e;) dans la base € :

fler) oo flej) o flep)

ai e ai,j ce ai,p fl
a1 e az,j ce azp f2 . &
My (f) = S o fle) =X ek
: i=1
Qn,1 N ] -..  Qnp fn

Remarque. dim(E) = nombre de colonnes de la matrice, dim(F') = nombre de lignes de la matrice.

Cas d’un endomorphisme. E = F, on prend alors la méme base au départ et a arrivée & = %,
et pour tout f € Z(F), on note plus simplement Mg(f) = My 2(f) la matrice de f dans la base £.

Exemple. Myx(Idg) = I,,.

Exercice. Ecrire la matrice de f : (z,y,2) — (z —y,y — 2, 2 — ) dans la base canonique de R.

— Propriété 16

Soient E, F' et (G trois espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives Zg, Br
et %G-

e Sif,ge Z(E,F), \,u € R, alors :
Mgy e\ f+p-9) =X Mgy a.(f) + 1 Mag 2.(9)-
e Sife Z(EF)et ge Z(F,G), alors :

Mgy, z.(90 f) = Mg 2.(9) X Mg, 2. (f).

11
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— Corollaire 17

Soient E et F' de dimension finie n et p, & et € des bases de E et F.

ZL(E,F) — MypR)
f = Mge(f)

» L’application ® 5« : est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels.

e Si E et F sont tous deux de dimension finie, alors .Z(FE, F') est aussi de dimension
finie et :
dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Preuve.

— Propriété 18

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension n munis respectivement des bases £ et
€. Soit f e L(E,F). Alors :

f est un isomorphisme < Mg (f) est inversible.

Et dans ce cas : (M%g(f))_l = My 2 (f71).

Preuve.

= Supposons f inversible, de sorte que f~'o f =Idg et fo f~! =Idp. Par la Propriété 16 :

My (ffl) XMgg (f) = Mpn(dp) =1, et Mgy (f)xMg s (fﬂ) = My ¢ (Idp) = I,.

Ce qui prouve que My 4 (f) est inversible, d’inverse My 4 (f71).

< Notons A = Mg 4(f) et supposons A inversible. Puisque ®4 z : h € L (F,E) — My 5(h) €
M (R) est surjective (c’est un isomorphisme d’apres le corollaire précédent), il existe une appli-

cation linéaire g € Z(F, E) telle que My »(g) = A~'. Puisque A x A~ = I,,, il suit :

Mg (f) x My 5(9) = Mg(Idp) =  Mg(fog) = Mg(Idp).

Par injectivité de @4 : h € L(F,F) — Mg ¢(h) € #,(R), on obtient f o g = Idp. Par la

Propriété 11, f est un isomorphisme et g = f~1.

O

12
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— Propriété 19

Supposons E et F' de dimension finie, et considérons £ et € des bases respectives de E et
F. Soit f € Z(E,F) et xz € E. Notons alors :

e A la matrice de f dans les bases A et € ;
¢ X la matrice colonne des coordonnées de x dans 4 ;
o Y la matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base %

Alors :
Y = AX.

2.2 Matrices de passage

Soit f € Z(FE). Si # et ' sont deux bases de E, alors My(f) et Mg (f) sont a priori deux matrices

différentes. Nous expliquons ici comment passer de I'une a 'autre.

Définition.
Soient & et A’ deux bases de E.

colonnes sont les coordonnées dans la base % des vecteurs de la base %'.

Plus précisément, si on note & = (e1, e2,...,ey), B = (€}, ¢e5,...,€},) et P = (p;;)i<izn, alors :
1<j<n
ey ey ... e
piqa P12 --- P1j --- Pin)\€1

b21 P22 ... P25 --- P2n |€2

n
Py g = ou 6;- = Zpi7jei.
i=1

Pn1i Pn2 --- Pnj --- DPnn/En

Remarque. Par définition, on a Py @ = Mg z(Idg) puisque :

Id(e}) ... Id(ej) ... Id(ey)
P11 . pl,j e Pin €1
P21 cee P2y -e. P2n €2
Mgg/ﬁag(ldﬁ;) = . . .
pn,l e pn,j . pnm (&%

On appelle matrice de passage de la base A d la base %' la matrice Py g de #,(R) dont les

Exercice. Considérons la famille # = ((1,0,0,0), (0,1,0,0),(1,2,1,0),(1,3,3,1)). Montrer que A

est une base de R%, et écrire la matrice de passage de la base canonique %, a la base 2.

13
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— Propriété 20
Soient & et #' deux bases de E de dimension finie. Alors Py 4 est inversible, d’inverse :

(Pz,%)"" = Pa .

Preuve.

2.3 Changement de bases

— Propriété 21
Supposons E de dimension finie, et soient % et %’ deux bases de E. Soit x € E. Notons :
¢ X la matrice de x dans la base 4 ;
e X' la matrice de x dans la base %’ ;
o P la matrice de passage de # a #'.

Alors :
X =PX'.

Preuve.

Théoréme 22 (de changement de bases)

Supposons E de dimension finie, et soient # et %’ deux bases de E. Soit f € Z(F).
Notons :

e A la matrice de f dans la base 4 ;
o A’ la matrice de f dans la base &' ;
o P la matrice de passage de # a #'.

Alors :
A'=PlAP.

En particulier, les matrices A et A’ sont semblables.

14
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Preuve.

—_ =
(an}

2
Exercice. Soit f € Z(R?) dont la matrice dans la base canonique est | 0
1

1. Ecrire explicitement f(u) pour tout u = (z,v, z) € R5.

2. Soit € = (e1,e2,¢€3), avec €1 = (1,0,1), e2 = (—1,1,0), e3 = (1,1,1). Montrer que % est une
base de R3.

3. Déterminer la matrice de f dans %.

4. En déduire la matrice de f™ dans # pour tout n € N.

15
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2.4 Retour sur le rang d’une matrice

Propriété 23

Soit f € L(E,F), # une base de E et € une base de F. Le rang de Mg« (f) est égal au
rang de l'application linéaire f.

Preuve.

Définition.

Soit A € A, ,(R). On appelle application linéaire canoniquement associée & A lapplication :

Mn1(R)

)

—_—
X — A-X

Définition.
Soit A € A, p(R), ¢4 application linéaire canoniquement associée a A.

e On appelle noyau de A, et on note Ker(A), le noyau de ¢4. Ainsi :

Ker(A) = {X € #M,1(R), A- X = 0,1}

e On appelle image de A, en note Im(A), 'image de @ 4. Ainsi :

Im(A) = {A- X, X € Mp1(R)} ={Y € M,1(R), IX € M1 (R) : Y = A- X},

— Propriété 24

Soit A € M, »(R), ¢a application linéaire canoniquement associée a A.
(1) La matrice dans les bases canoniques de .#,,1(R) et .#, 1(R) de ¢4 coincide avec A.
(2) rg(A) =1g(pa).

(3) Théoréme du rang : p = dim(Ker(A)) +rg(A).

16
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Preuve.
]
1 2 -1
Exercice. Soit A= 3 —1 0 |. Déterminer Ker(A),Im(A),rg(A).
4 1 -1

— Propriété 25
Soit A € #,(R). On dispose des équivalences suivantes :

A inversible &  Ker(4) ={0,1} < Im(A)=4,1(R) & rg(4)=n.

Preuve. Puisque A est carrée, 4 € Z(#,,1(R)) et sa matrice dans la base canonique de ., 1(R)
est A, de sorte que :

A inversible < @4 bijective < ¢4 injective (& KerA = {0,,1})
& @4 surjective (& ImA = 4, 1(R)) & rg(A) =n.

— Propriété 26

(1) Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomor-
phisme dans des bases distinctes.

(2) Deux matrices semblables ont méme rang.
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Preuve.

& Mise en garde.

La réciproque est fausse : deux matrices de méme rang ne sont pas forcément semblables. Par
0
01)°
la seule matrice semblable & Iy est Is.

1
exemple, les matrices t 0 1) sont de rang 2, mais elles ne sont pas semblables puisque

2.5 Retour sur les projecteurs

On suppose que F est de dimension finie n.

— Propriété 27

Soit f € Z(F), # = (e1,...,en) une base de E. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) f est un projecteur de rang r ;

2) il existe une base e ans laquelle
1 base %' de E d 1 11

1 0 ... 0
M (f) = 10 Ol _ diag(1,...,1,0,...,0) = A, ;
0 0 0 0 e ——
L. r fois n —r fois
0 0 0 0

(3) Mg(f) est semblable a A,.

18
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Preuve.

O

Remarque. Il est donc aisé d’écrire la matrice d’un projecteur f dans une base adaptée a la somme
directe £ = Im(f) @ Ker(f). Et pour obtenir la matrice de f dans une autre base, on appliquera les
formules de changement de bases.

3 Polynémes d’un endomorphisme

3.1 Définition et propriétés

Définition.

d
Soit P : x — Z axz® un polyndme & ceefficients dans R, et soit f € .Z(E).
k=0
On note P(f) I'endomorphisme de E défini par :

d
P(f)=> arff =asf*+ - +arf + aoldg
k=0
oﬁfozldEetpourtoutke{l,...,d}, fk:fofo...of_
—_—

k termes

Exemple. Si f € Z(E) et P: x> 22+ 3z — 10, P(f) = f2+3f — 10Idg.

& Mise en garde.

| Le terme constant ag dans P devient apldg dans P(f).

19
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— Propriété 28

Soient P,Q € R[z], f € Z(F) et o, € R.

(1) (aP +8Q)(f) = aP(f) + BQ(f) ; 2) (PxQ)(f) = P(f) o Q(f):

Remarque. Il est important de bien identifier les objets mathématiques concernés :

(PxQ)(f)= P(f) Q)

produit composition

de d’endomorphismes
polyndmes

& Mise en garde.
Pour z € E, ne pas confondre P(f)(z) et P(f(x)) :

P(f(2)) = an(f(2))" + -+ a1 f(2) + a0

n’a pas de sens (pas de produit dans E). Alors que P(f)(x) est I’évaluation en x € FE de
I'endomorphisme P(f) € Z(E).

— Propriété 29

(1) Les endomorphismes P(f) et Q(f) commutent :  P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f).

(2) Si A est la matrice de f dans la base %, alors P(A) est la matrice de P(f) dans la
base 4.

Preuve.

(1) P(f)oQ(f) "2 (P x Q)(f) (Q x P)(f)

(2) En notant P : x — apz™ + -+ + a1x + ag, on obtient :

x commut. dans R[z] prop. 28

Q(f) o P(f)

P(A)=a, A" +...a1A+ aplp, = anMp(f)" + -+ a1 Mz(f) + aoMz(1dg)

PR A8 o Muyp(f7) + -+ + an My (f) + aoMp(1dg) = My(anf™ + - + a1 f + agldp)
= Mgy»(P(f)).

3.2 Polynémes annulateurs
Définition.
Soient P € Rlz] et f € Z(F). On dit que P est un polynéome annulateur de f lorsque P(f) =

Exemple. Polynéme annulateur :
e d’une homothétie A - Idg de rapport A € R :

e d’un projecteur p :
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Propriété 30

P est un polyndéme annulateur de f si, et seulement si, P est un polynéme annulateur de sa
matrice dans une base quelconque.

Preuve. Soit # une base de E et A = Mg(f). D’apres le point (2) de propriété 29, P(A) =
Mx(P(f)). Ainsi :
P(f) =0g@E) < Mz(P(f) =0, & P(A)=0,.

O
— Propriété 31
(1) On suppose que F est de dimension finie.
Tout endomorphisme de £ admet un polynéme annulateur non nul.
(2) Toute matrice de .#,(R) admet un polyndéme annulateur non nul.
Preuve.
O

Propriété 32

Soit f € Z(F), et P un polynéome annulateur de f.
Si P(0) # 0, alors f est inversible. De plus f~! est un polynome en f.

4 Sous-espaces stables
Définition.

Soit f € Z(F). Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par f si :

Ve eF, f(x)e€F.
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Exemples.

e Soit f € Z(F). Remarquons que f({0g}) = {Og} et f(E) C E. Ainsi, les sous-espaces vectoriels
{0g} et E sont stables par f.

o Soit E=R[z], f: P€ E— P € E, et F=R,[z].

Si deg(P) < n, alors deg(f(P)) = deg(P’) <n—1et donc f(P) € F. Donc F = R,,[z] est stable
par f.

Propriété 33

On suppose que F' = Vect(eq,...,ek).
F est stable par f si, et seulement si, f(e;) € F pour tout ¢ € [1, k].

Preuve.

0

Exercice. Soit f : R? — R? définie par f((z,y)) = (5z + 3y, —6x — 4y). Montrer que Vect((1, —2))
est stable par f.

Propriété 34

Soient f et g deux endomorphismes de £ qui commutent.

Alors les sous-espaces vectoriels Ker(g) et Im(g) sont stables par f.

Preuve.
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— Propriété 35
Soit f € Z(E).
(1) Soit P € R[z]. Les sous-espaces vectoriels Ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f.
(2) Les sous-espaces vectoriels Ker(f) et Im(f) sont stables par f.

(3) Pour tout A € R, le sous-espace vectoriel Ker(f — \-Idg) est stable par f.

Preuve.

(1) Les endomorphismes P(f) et f sont des polynémes en f donc ils commutent. On peut donc
appliquer la proposition précédente.

(2) et (3) Il suffit d’appliquer le point précédent pour P = X, puis pour P = X — \.

Définition.
Soit f € Z(F). Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.

F —

L’application f: s f(2)

f sur F.

est un endomorphisme de F' appelé endomorphisme induit par

Remarque. L’hypothese « F' stable par f » assure que 'application induite f est a valeurs dans F'.

Exemple. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un R-espace vectoriel F.
Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Alors F' et GG sont des sous-espaces stables par p puisque

VeeF, px)y=x€F e VYyeG, ply) =0g¢€cd.

Ainsi p induit un endomorphisme p sur F' qui n’est autre que Idg, et un endomorphisme p sur G qui
est 'endomorphisme nul.

— Propriété 36

Supposons E de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E. Soit %' = (ey,...,¢€p)
une base de F' qu’on complete en & = (e, ..., €p, €pt1,...€y) une base de E.

Soit f € Z(F). Il y a équivalence entre :
(1) F est stable par f ;

B

(2) My(f) est de la forme <0n_p,p c

) (matrice triangulaire par blocs).

Preuve.

(1) = (2) Supposons que F est stable par f. Pour tout j =1,...,p, e; appartient a F'. Par stabilité, f(e;)

appartient donc aussi & F' = Vect(eq,...,ep). Ainsi, il existe a1 ,...,a,; € R tels que :

flej)=arj-e1+--+apj-ep=aij-er+--+ap;j-e+0-ep1+---+0-e,.
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On peut donc écrire :

fler) ... f(ep) f(ep-l—l) <o flen)

ai; ... iy el
(%)
Man)= |5 o
: : (%) :
0 e 0 €n
ol (x) et (%) sont les coefficients des vecteurs epy1, ..., e, dans la base . Donc Mg(f) est bien

de la forme attendue.

A B
On—pp C
de la matrice d’une application linéaire dans une base que (en notant A = (a;;)) :

(2) = (1) Supposons que My(f) soit de la forme ( ) Pour tout j = 1,...,p, on a par définition
flej)=arj-e1+---+apj-e,+0-epr1+---+0-e,=arj-e1+---+ap;- €

appartient a F' = Vect(ey,...,e,). Ceci étant vrai pour tout j = 1,...,p, F est donc bien stable
par f.

O
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